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  فصل اول

  :مقدمه
به طور كلي . هايي سروكار داريم گيري در مورد هر سيستم فيزيكي با كميت گيري است و در هر اندازه فيزيك علم اندازه

  .كنيم ها را در نگاه اول به دو دسته مهم تقسيم مي كميت
  ......د مانند جرم، زمان، دما و شون شان به طور كامل مشخص مي اي كه با اندازه  هاي اسكالر يا نرده كميت) 1
  .......شتاب، نيرو، اندازه حركت و  ،هاي برداري كه علاوه بر اندازه داراي جهت نيز هستند مانند جابجايي، سرعت كميت) 2

,Cاي از موجوداتي مانند  مجموعه vيك فضاي برداري خطي : تعريف B,A
    سازند برداري را ميبه نام بردار هستند كه فضاي.  

  :vهاي فضاي برداري  ويژگي
  .نتيجه اعمالي مانند ضرب و جمع روي اعضاي اين فضا، خود عضوي از فضا است :بسته بودن) 1

A B V 
   

a(A              .)اسكالر است a: (پذير است اي توزيع ضرب نرده :پذيري توزيع) 2 B) aA aB  
    

a)              .)اسكالر است b. (پذير است ضرب برداري شركت :پذيري شركت) 3 b)A aA bA  
    

A         .پذير است جمع برداري توزيع: پذير بودن جمع برداري توزيع) 4 B B A  
    

A           . برداري داراي خاصيت انجمني استجمع : خاصيت انجمني جمع برداري) 5 (B C) (A B) C    
      

A    :كند مقابل پيروي ميوجود دارد كه از رابطه ) عضو واحد(همواره يك بردار پوچ : )عضو واحد( وجود يك بردار پوچ) 6 O A 
   

Aبراي هر بردار : عضو وارون) 7
 شود مقابل نتيجه مي از رابطه كه عضو واروني وجود دارد:                         A ( A) O  

   
  :دهيم تركيبي خطي از بردارها را اينگونه نمايش مي

A B C ...( )     1
   

,كه  ,    اعداد حقيقي و...,C,B,A
  بردار هستند.  

اي از اعداد حقيقي  عهاگر بتوانيم مجمو:نكته, ,   گوئيم بردارهاي  مي ،شودصفر ) 1(م به طوري كه جمع رابطه را بيابي
C,B,A
  وابسته خطي هستند در غير اين صورت مستقل خطي هستند.  
 بردارهاي : مثالˆ ˆj, i مقابل طهمستقل خطي هستند زيرا راب:                 ˆ ˆi j   0  

ˆصفر باشند، اگر يكي از آنها غيرصفر باشد داريم  و هم  همشود كه  تنها زماني ارضا مي ˆi j





كه  و اين غيرممكن است چرا 
î  وĵ برهم عمودند.  
 هر سه بردار واقع در يك صفحه وابسته خطي هستند :نكته.  
 توان بـر حسـب تركيبـي خطـي از      حداكثر بردارهاي مستقل خطي در يك صفحه دو است به طوري كه هر برداري را مي :نكته

  .فقط دو بردار غير همخط در آن صفحه نوشت
C,B,Aبردارهاي 

   وابسته خطي هستند) 1(در شكل.  
  

 )1(شكل 

A


B


C


A


B




 
  10 آناليز برداري  

Aاندازه برداري مانند 
 شود از رابطه زير تعريف مي:  

x y z
ˆ ˆ ˆA A i A j A i  

  
x y zA A A A  2 2 2  

zكه  y xA ,A ,A هاي بردار  مولفهA
  وˆ ˆ ˆk, j, i بردارهاي يكه هستند.  

 نكته:  
  .شود هايي هستند كه فضاي برداري بر روي آنها ساخته مي برداهاي يكه، پايه

  :جمع بردارها
Bاز ديدگاه هندسي دو بردار  A


  :توان جمع زد الاضلاع مي را به دو روش مثلثي و متوازي و

  
  
  

  )2(شكل                                 
  قانون مثلثي      قانون متوازي الاضلاع                  

 توانـد بـين يـك     هاي مختلف دو بـردار نسـبت بـه هـم مـي      گيري اندازه بردار حاصل از جابجايي دو بردار با توجه به جهت :نكته
  :ماكزيمم و مينيمم تغيير كند

A             :نامساوي مثلثي B A B A B    
      

 در مورد بردارهاي  :نكتهB A


Aتوان با داشتن بردارهاي  مي و B
   وA B

   بردارهايA
  وB

 ردرا به طريق زير محاسبه ك:  
A (A B) (A B)

B (A B) (A B)

    

    


1 1
2 2
1 1
2 2

   

     

 بردارهاي روبرو را در نظر بگيريد: مثال:           ˆ ˆ ˆ ˆC i j C i j   1 29 12 3 4
 

  و
Aكه جمع و اختلاف بردارهاي 

  وB
 هستند .A

  وB
 اند؟ دامك  

1 (
ˆ ˆA i j

ˆ ˆB i j

 

 

6 4
3 8



  2 (
ˆ ˆA i j

ˆ ˆB i j

 

 

3 8
6 4



  3 (
ˆ ˆA i j

ˆ ˆB i j

 

 

3 4
6 8



  4 (
ˆ ˆA i j

ˆ ˆB i j

 

 

6 8
3 4



  

 روش اول :پاسخ:  
  .صحيح است 4گزينه 

ˆ ˆ ˆ ˆA C C ( i j) ( i j)     1 2
1 1 1 19 12 3 42 2 2 2

    
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA i i j j i j     

9 3 6 2 6 82 2
  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB C C ( i j) ( i j) i j i j i j           1 2
1 1 1 1 9 39 12 3 4 6 2 3 42 2 2 2 2 2
   

 شود داريم در هر مثلث كه به وسيله سه بردار زير ساخته مي :نكته:  
    AB BC CA   0

    
  

  )3شكل (                               
 الزاويه باشند كدام شرط بايد ارضا شود تا بردارهاي زير سه ضلع يك مثلث قائم: مثال.  

ˆ ˆA ai bj 
  

ˆ ˆB ci dj 
  

ˆ ˆC ej fj 
  

A


B


C


A


C


B


B


A


B

A C
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1 (bˆ ˆ(a c)i (d f ) j
e


     

00 0‘  2 (bˆ(a c)i
e


   

00 0‘  

3 (aˆ ˆ(c e)i (b d) j
f


     

00 0‘  4 (a
c e

f


   

00 0‘  

 صحيح است 1گزينه  :پاسخ.  
bكه  ترين حالت بايد شند لذا در سادهت بادو تا از بردارهاي ذكر شده موازي محورهاي مختصا دالزاويه باشد باي اگر مثلث قائم

e


 

0
0 

aو يا 

f


 

0
A از طرفي بايد 0 B C   0

   
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆai ci dj fj (a c)i (d f ) j         0 0  

  :قانون سينوسها
C,B,Aدر هر مثلث ساخته شده با بردارهاي 

  زير رابطه زير برقرار است) 4(كل در ش:  
  

sin sin sin

CBA

  
    

  )4(شكل              
Aهاي برداري مانند  مولفه

 دهيم ي سه بعدي اينگونه نمايش ميرا روي محورهاي دكارت:  
x y z
ˆ ˆA A i A j A k  

  
Cبراي بردارهاي مانند 
 مجموع دو بردار  كهB,A

  با زاويه توان نشان داد است مي كه:  
C A B ABcos   2 2 2  

  :چرخش محورهاي مختصات
  .در جهات پاد ساعتگرد دوران داد توان به اندازه زاويه  را مي XOYدر دو بعد محورهاي مختصات 

  :عبارت است از) دار پريم(با دستگاه چرخيده ) بدون پريم(هاي دستگاه قديم  رابطه بين مولفه
  
  
  

x x cos ysin

y xsin ycos

    
     

  
  :نوشت تري بستهتوان روابط بالا را به شكل  هاي زير مي با استفاده از نمادگذاري

x x , x x ,cos a ,sin a    1 1 11 12  
y x , y x ,a sin , a cos       2 2 21 22  

i ij j
j

x a x a x
x a x i ,

x a x a x 

  
      

2

1 11 1 12 2

12 21 1 22 2
1 2‘  

iدر واقع رابطه  ij j
j

x a x


  
2

1
كه در واقع عناصر  ijaعناصر . كند نمايانگر تبديلي است كه دو دستگاه مختصات را به هم مربوط مي 

توان به شكل نمايش ماتريسي  چنين تبديلي را مي. ديل هستند ضرائب اين تبديل هستندهاي ماتريسي به نام ماتريس تب و آرايه
  :اينگونه نوشت

x a a x

x a a x

     
          

1 11 12 1

2 21 22 2
  

a a
X AX A

a a

 
     

 

11 12

21 22
  

C


B


A






x

r


y

y




O

x
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 تبديلي كه در بالا انجام شد تبديل منفعل  :نكته(passive) دوران  هاي فضا را نام دارد كه محورهاي مختصات و به عبارتي پايه
زند ولي تبديل ديگري وجود دارد كه بجاي عمل كردن روي محورهاي دستگاه مختصات، بردارها را  دهد و بردار را دست نمي مي

  .تواند معرف كميت فيزيكي ما باشد نام دارد كه اين بردار مي (active)دهد كه تبديل فعال  دوران مي
  :عبارت است از zدر جهت پادساعتگرد حول محور بعد  زه زاويه ماتريس دوران به اندا: ماتريس دوران در سه بعد

a a a cos sin

A a a a sin cos

a a a

    
          
     

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
0

0 0 1
   

 شوند عناصر ماتريس تبديل در دستگاه دكارتي با رابطه زير داده مي: نكته:  
i

ij
j

x
a

x





  

 توان نوشت براي يك تبديل فعال مي: نكته:  

j ij i
i

j
ij

i

x a x

x
a

x



 

 
 


2

1  

  :تبديل متعامد
ˆدانيم ويژگي محورهاي مختصات دكارتي اين بود كه سه بردار يكه  همانگونه كه مي  ˆ ˆ(k, j, i) هاي فضا هستند بر هم  كه پايه

عنوان مثال دوران دوبعدي ها عمل كنند به  حال تبديلاتي كه بر روي اين دستگاه. دهند عمودند و يك دستگاه راستگرد تشكيل مي
كنند و يكي از پيامدهاي اين تعامد، ثابت ماندن و يا ناوردا ماندن طول  و سه بعدي كه بحث كرديم اين عمود بودن را حفظ مي

  .خواهد بود) به عنوان كميتي اسكالر( بردارها 
توان از همين شرط ثابت ماندن  مي. نام دارند (orthogonal)گذارند تبديل متعامد  به عبارتي تبديلاتي كه طول بردار را ناوردا مي

  :طول يك بردار، رابطه زير را به عنوان شرط تعامد استخراج كرد
ij ik jk

i

a a    

 ادمن: نكتهjkشود تابع دلتاي كرونكر نام دارد كه اينگونه تعريف مي:  

jk

j k

j k


   

1
0

‘
‘

  

 در دوران محورهاي مختصات به اندازه زاويه : مثال ساعتگرد در دو بعد حول محور در جهت پادz   كدام يك از روابط زير بـين
  :عناصر ماتريس تبديل برقرار نيست

1 (a a a a 11 11 21 21 1    2 (a a a a 11 12 12 22 0  
3 (a a a a 12 12 22 22 1    4 (a a a a 11 12 21 22 0  
 صحيح است 2گزينه  :پاسخ.  

  :ماتريس تبديل اين سوال عبارت است از
x x cos x sin

x x sin x cos

    
      

1 1 2

2 1 2
  

a acos sin

a asin cos

    
        

11 12

21 22
  

  : اول از روي رابطه تعامد. توان فهميد در واقع پاسخ را به دو روش مي
ij ik jk

i

a a     
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jk ij ij
i

j k a a

a a a a
j ,

a a a a



     

 
    


2

1

11 11 21 21

12 12 22 22

1 1

11 2 1

   

jk ij ik
i

j k a a

a a a a


     

  


2

1

11 12 21 22

0 0

0
   

  : از طرفي طبق ماتريس تبديل، روابط بالا معادل روابط زير هستند
cos sin

sin cos

cos sin sin cos

    
    
      

2 2

2 2
1
1

0
   

cosبه رابطه نادرست  2ولي گزينه شماره  sin sin cos      غلط است. (شود منجر مي(  
cos به رابطه نادرست 2ولي گزينه شماره  sin cos sin        )صحيح است. (شود منجر مي  0

 شرط تعامدي : مثالij ik jk
i

a a  را ثابت كنيد .  

 توان نوشت دار به بدون پريم مي در تبديل مختصات از دستگاه پريم: پاسخ:  
j ij i

i

x a x  

  : توان نوشت دار مي به پريمطور در تبديل مختصات از دستگاه بدون پريم  و همين
j jk k

k

x a x   

  : خواهيم داشت هبا تركيب اين دو رابط
j ij i ij ik k

i i k

j ij ik k
i,k

x a x a a x

x a a x

 



  


  

jكه به رابطه بديهي  براي اين jx x برسيم بايد:   
ij ik jk

i

a a    

  :رسيديم كرديم به رابطه زير مي  دار شروع مي از دستگاه پريماگر در اثبات اين رابطه . حتماً برقرار شود
j ji ki k

i,k

x a a x   

jكه اين رابطه به رابطه بديهي  و براي اين jx x  منجر شود بايد:   
ji ki jk

i

a a    

  . حتماً برقرار باشد
 در رابطــه : نكتــهij ik jk

i

a a    مــاتريس  دو ســتونتعامــد ijA a  نشــان داده شــده اســت در حــالي كــه در رابطــه

ji ki jk
i

a a    

تعامد دو سطر ماتريس  ijA a نشان داده شده است .  
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در حالت كلي . بردارها داشته باشيم كل كليشود كه ديد روشني از ش تعميم مطالب دوران و چرخش محورهاي مختصات باعث مي
  . بردار، موجودي است كه تحت دوران مثل مختصات عمل كند

  : يعني
N

i ij j
j

V a V


 
1

  

iكه 
ij

j

x
a

x





دار اين شرط، شرط لازم براي تعريف بردار است يعني اگر برداري تحت دوران اين گونه رفتار نكند قطعاً بر. است 

و ) تهيپار(اي  گونه رفتار كرد بايد معيارهاي ديگري را نيز از جمله تبديل تحت تبديلات آينه نيست ولي اگر تحت دوران اين
  . امتحان كنيم  چيزهاي ديگر را هم حتماً

 استا دروبردار كلي تحت دوران نا نشان دهيد كه ضرب داخلي دو: مثال .  
 پاسخ :  

iدر دستگاه بدون پريم 
i

i

v.w v w  ضرب داخلي  

jدار  در دستگاه پريم
j

j

v .w v w                    .  

v.w: بايد نشان دهيم كه v .w است .  
j i

j i
j

v .w v w v w v.w        

  . كنند  هر دو بردار هستند پس هر دو تحت دوران مانند مختصات عمل مي wو  vاز آنجا كه 
i

i ij j ik k
i i j k

ij ik j k
i j,k

v .w v w a v a w

v .w a a v w

    

  

  


  

ijاما از آنجايي كه  ik jk
i

a a    طبق رابطه تعامد(بود پس (  

j
jk j k j

j,k j

v .w v w v w v.w        

 در حضور : نكتهjk به دلخواه (هاي دامي جمع  هاي جمعي يكي از انديس در عبارتj  ياk (ربوطه شود و در عبارت م حذف مي
  شود يا بالعكس مي k ،باشد jهرجا كه 

 مثال :  
jk j k k k j j

j,k k j

A B A B A B       

 دو. (ماند ت دوران ناوردا باقي ميبردار تح  نشان دهيد اندازه: مثالعدب(  
 پاسخ :  

r x y 2 2
  

r x y   2 2
  

x x cos ysin      
y x sin y cos        
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x y (x cos ysin ) ( x sin y cos )

x (cos sin ) y (sin cos )

xy(cos sin sin cos ) x y

r r

             

       

       
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 22


  

  :ضرب برداري
Bبراي دو بردار : ضرب داخلي Aو


  :شود اينگونه تعريف مي 

A.B ABcos 
 

  
) A.B B.A1
  

  
 باشد ضرب داخلي تحت دوران ناوردا مي: نكته.  

) A.(B C) A.B A.C  2
     

  
) A.( B) A.B  3
  

  
 يك اسكالر است.  
 تصوير بردار : نكتهA


Bروي بردار  


A.bˆبرابر است با  


Bبرداري در جهت  b̂كه 


  .است 

W )كار(: يك تعبير فيزيكي براي ضرب داخلي F.d Fd cos  


  .در تصوير نيرو در راستاي جابجايي است  ي ضربيكه جابجا
A.Bاگر   0

  درصورتي كه  .بردار برهم عمودند باشد يعني دوA
  ياB

 صورت با  كدام بردارهاي صفر نباشند و در غير اين هيچ
   :سازند كه آن زاويه يكديگر زاويه مي

A.B
cos

A B
 

 
   

  . خواهد بود
 دست آوريد حاكم بر نقاط واقع بر يك صفحه و يك كره را بهبه كمك ضرب داخلي معادلات : مثال .  
 فرض كنيد بردار : پاسخr

  به نقطه  مبدأبرداري باشد كه از(x, y,z)  وصل شود وa
 نقاط  زيرا. نيز بردار دلخواه ديگري باشد

aلذا اگر اين بردار همان بردار   شان عمود هستند، رهاي آنها بر بردار عمود بر سطحواقع بر صفحه و بردا
  باشد پس نقاط واقع بر

r)صفحه از معادله  a).a  0  كنيد ميآيند كه در شكل زير ملاحظه  دست مي به.   

  
r) است پس rاما كره مكان هندسي نقاطي است كه در هر نقطه بردار عمود بر آنها همان بردار خودشان يعني  a).r  0   

  . ننده مكان هندسي نقاط واقع بر كره استمشخص ك



 
  16 آناليز برداري  

 شود يكي توسط رابطه زير داده ميبين دو دوقطبي الكتر كنش انرژي بر هم: مثال:  
m .m m .r m .r

U
r r

  1 2 1 2
3 5

3  

را برحسب  U ،باشد rترتيب زاويه اين دو دوقطبي با  به 2و  1اگر . بين آنهاست هفاصل rبردارهاي دوقطبي و  m2و  m1كه 
  . بنويسيد 2و  1هاي   و زاويه m2و  m1هاي  اندازه

  
 پاسخ :  

m .m m m cos(m ,m ) m m cos( )

m .r m r cos

m .r m r cos

    
 

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1

2 2 2

  

 m m m m cos cos
U cos

r r

 
      1 2 1 2 1 2

2 13 3
3  

 m m
U cos cos sin sin

r
     1 2

1 2 1 23 2  

 اگر : مثال1  و1 هاي بردار  ترتيب زاويه بهr1  با محورz  و محورx ر بردا وr2    بـا محـورz  وx هـاي   ويـه از2  و2   ،بسـازد
,را برحسب  r2و  r1زاويه بين  ,   2 1 2   . بازنويسي كنيد و1

 پاسخ :  
r , r

cos(r , r )
r r

 1 2
1 2

1 2

 
  

  
 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆr .r r r sin sin j sin cos i cos k sin sin j sin cos i cos k

r r cos cos sin sin cos( )

cos(r , r ) cos cos sin sin cos( )

              

       

        

1 2 1 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 

  

Bبراي دو بردار : حاصل ضرب خارجي دو بردار Aو


  :شود اينگونه تعريف مي 
C A B AB sin   
  

)1  
Cجهت بردار 


Bعمود بر صفحه بردارهاي   Aو


  .دهند اين سه بردار يك دستگاه راستگرد تشكيل مي. تاس 
A B (B A)   
  

)2  
  :براي بردارهاي يكه داريم

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi i j j k k      0)3  
 شود سطح متوازي الاضلاعي است كه بر روي اين بردارها بنا مي از لحاظ هندسي اندازه حاصل ضرب خارجي دو بردار: نكته.  

ˆ ˆ ˆi j k )4  

x y z

x y z

ˆ ˆ ˆi j k

A B A A A

B B B

 
 

  

  :اي است يك مثال فيزيكي براي حاصل ضرب خارجي اندازه حركت زاويه
L r p 
    



  
  

  17  2و  1رياضي فيزيك 

ساختن يك بردار عمود بر بردارهاي سازنده آن است و اندازه آن برابر است با ضرب يك بردار در فاصله  ،خارجي فيزيكي ضرب تعبير
  . به شكل زير دقت كنيد. بردار ديگر از بردار اولي عمودي

  
C A B C Asin B Asin B     ‘ ‘
    

زير استفاده كنيد فرمولبراي ضرب خارجي بهتر است از  :نكته:  
i ijk j k

j,k

C A B C A B    
    

است  -1صورت دور فرد باشند  است و اگر به 1) دورزوج( صورت دوري تغيير كنند به k ، j ، iاست كه اگر  3ور مرتبه سنتا ijkكه 
  . صورت صفر است و در غير اين

ijk


  



1
1
0

   

 نشان دهيد ضرب خارجي دو بردار، بردار است: مثال .  
 مـل  بردار اسـت بايـد نشـان دهـيم كـه تحـت دوران ماننـد مختصـات ع          كه نشان دهيم ضرب خارجي دوبردار، براي اين: پاسخ

  :پس. كنند مي
i ijk j k

j,k

ijk j m kn n
j,k m n

ijk jm kn m n
j,k,m,n

C A B

a m A a B

a a A B

   

 

 



  



  

iبراي يك مولفه خاص مثلاً     :كنيم اين را اثبات مي 3
jk j k

j,k

C A B   3 3  

  . باشند 2يا  1بايد  jو  kدهد كه  و اين نشان مي
i j k k j

j km m k jm m
m m

j km k jm m
,m

C A B A B

a A a B a A a B

(a a a a )A B

     

 

 

   



   
 

  


  

  وm پذير است حالت امكان 6باشند پس  3يا  2يا  1بايد مخالف هم باشند و آنها هم  نيز .  
a a a a21 12 11 22  )4     a a a a11 22 21 12  )1  
a a a a23 11 13 21  )5     a a a a13 21 23 11  )2  
a a a a22 13 23 12  )6     a a a a21 23 22 13  )3  

  :هاي زير برقرار است اما طبق روابط تعامد ماتريس دوران رابطه
a a a a a 11 22 21 12 33  )1  
a a a a a 13 21 23 11 32  )2  
a a a a a 12 23 22 13 31  )3  

i , j , k در جايگشت زوج باشند .  
i , j , k درجايگشت فرد باشند .  

  .ها برابر باشند i , j , kاگر دو تا از 
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  : پس
      n n

n

C a A B A B a A B A B a A B A B a C a C a C C a C           3 33 1 2 2 1 32 3 1 1 3 31 2 3 3 2 31 1 32 2 33 3 3 3
  

  . كند  خارجي دو بردار، مثل بردار عمل ميپس ضرب . هاي ديگر نيز همين برقرار است و براي مولفه
 اگر : مثالa ، b ، c ، d در يك صفحه باشند نشان دهيد كه همه:   

   a b c d    0
    

 بردار : پاسخa b
  برداري است كه برa  وb چنين بردار  هم. عمود استc d

 ت كه بر نيز برداري اسc  وd   عمود اسـت و از
لـذا  و  در يـك صـفحه هسـتند    dو  cو بردار عمود بـر   bو  aاين بردارها در يك صفحه هستند پس بردار عمود بر  آنجا كه همه
  . در يك صفحه قرار دارند  شان صفر است چون ضرب خارجي

  
 ها را در مثلثات به كمك ضرب خارجي اثبات كنيد قانون سينوس: مثال .  

sin sin sin

A B C

  
   

Bو اضلاع  و   ، كه  , A  وCاند  در شكل زير نشان داده شده .  

  
 از آنجا كه : پاسخA B

   مساحت مثلث ساخته شده از اين دو ضلع و ضلعC پس .دهد را نشان مي:   
S A B ABsin   

   
Cهاي خارجي  توان از ضرب اما مي A , B C 

    پس ساختنيز همان مساحت را:   
S B C BCsin

S C A CAsin

   

   



   

   :پس .اين سه مساحت يكي هستند
ABsin BCsin CAsin      

   :خواهيم داشت ABCو با تقسيم بر 
sin sin sin

C A B

  
   

 ب خارجي دو بردار از ضر :نكتهA B
  دوضلع و بردار   آيد كه از اين مساحت مثلثي بدست ميC A B 

   شود حاصل مي .  
 در مورد تانسورهاي : نكتهijk بين آنها رابطه زير برقرار است و ضرب:  

im in ip

ijk mnp jm jn jp im jn kp im jp kn in jp km in jm kp ip jm kn ip jn km

km kn kp

  

                             

  

)1  

  :داريمو در سه بعد 
ijk inp jn kp jp kn        )2  
ijk ijp kp   2 )3  
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 اتحادهاي برداري زير را ثابت كنيد: مثال:  
A B C B(A.C) C(A.B)   
        )1  
(A B).(C D) (A.C)(B.D) (A.D)(B.C)   
           )2  

 پاسخ :  
i ijk j k ijk kmn j m n(A B C) A (B C) A B C       

  )1  
در اينجا از قاعده جمع انيشتين استفاده شده است كه طي آن اگر دو انديس تكراري باشند به معناي جمع بستن روي آن انديس 

  : با استفاده از دومين رابطه خواهيم داشت. است
ijk kmn im jn in jm         
   im jn in jm j m n n n i i j jA B C A B C A C B C A B          
   

  :داريمنوتاسيون برداري يا در
A B C B(A.C) C(A.B)   
         

       i i
A B . C D A B C D    
      )2  

 

         

ijk j k imn m n

jm kn jn km j k m n

j j k k j j k k

A B C D

A B C D

A C B D A D B C

A B . C D A.C B.D A.D B.C

  

     

 

    
          

  

 كدام رابطه برقرار نيست: مثال:  
C A B 
  

  
1 (A.C  0

 
    2 (B.C  0


  

3 ((A B) (A B) A B    2
    

  4 ((A B).(A B) ABsin   
  

  
 صحيح است 4گزينه  :پاسخ.  

Aزيرا 


Aبر   B
 

A.C    .عمود است  A.(A B)   0
    

)1  
B.C B.(A B)   0
   

)2  
(A B) (A B) A A B A A B B B A B            2
            

)3  
(A B).(A B) A B (A.B) A B A B cos A B sin        2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2    

)4  
A.(B                 :ضرب سه گانه اسكالر C)

 
  

Aكه روي بردارهاي. دهد از لحاظ هندسي اين ضرب حجم متوازي السطوحي را نشان مي


Bو 


Cو 


  .شود ساخته مي
A.B C A B.C  
    

)1  
Cكه روي بردارهاي  B Aوو

 
  .شود ساخته مي 

x y z

x y z

x y z

A A A

A.B C B B B

C C C

 
 

  

A.(B C) (A B).C B.(C A)    
        )2  
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 گاهي اوقات از رابطه زير استفاده خواهيم كرد كه در يادآوري روابط مفيد است: نكته:  
(A B).C A,B,C    
    

  

A,B,C B,C,A C,A,B A,C,B C,B,A                       
             

  
 گانه اسكالر  ضرب سه: نكتهA.B C

  دهد كه توسط اضلاع مي را نشان ميحجم جسA  وB  وC شود ساخته مي .  

  :ضرب سه گانه برداري
A (B C) B(A.C) C(A.B)   
       

  
  :ضرب چهارگانه اسكالر

(A B).(C D) (C.A)(B.D) (C.B)(A.D)   
          

  
  :ضرب چهارگانه برداري

(A B) (C D) C,D,A B C,D,B A          
          

  
 اتحاد ژاكوبي را در مورد ضرب خارجي بردارها ثابت كنيد: مثال .  

a (b c) b (c a) c (a b)         0
         

 پاسخ :  
a (b c) b(a.c) c(a.b)

b (c a) c(a.b) a(b.c)

c (a b) a(b.c) b(a.c)

a (b c) b (c a) c (a b)

   

   

   

         0

       
       

      

       

  

 بردار : مثالA
  را در راستاي بردار دلخواهي مانندr̂هاي موازي و عمود بردار  ولفهم. ايم ه تجزيه كردA  برr̂ را پيدا كنيد .  

 مقابل داريمطبق رابطه : پاسخ:  
A B C B(A.C) C(A.B)   
         

Aˆاگر  B r 
   وC A

   باشد وˆ ˆr.r 1 آنگاه:   
ˆ ˆ ˆ ˆr r A r(A.r) A

ˆ ˆ ˆ ˆA r(A.r) r (r A)

   

    

  

    

A.rˆهمان  r̂موازي  پس مولفه
  است و مولفه عمودˆ ˆr r A  

 است .  
 اگر بردار : مثالD  را برحسب بردارهاي غير هم صفحهA  وB  وC صورت  به  

D aA bB cC  
    

  . را پيدا كنيد cو  bو  aتجزيه كنيم، ضرايب 
 از آنجا كه : پاسخC.(B C) B.(B C)       :پس 0

D.(B C)
D.(B C) aA.(B C) a

A.B C


    



     
  

حاصل  ،گانه اسكالر اگر دو تا از بردارها يكي باشند كنيم كه در ضرب سه هم از همين واقعيت استفاده مي c يا b طور براي و همين
  : صفر است پس

D.(C A)
b

A.B C






 
   

D.(A B)
c

A.B C
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