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»ن والقلم و ما یسطرون«
کلمه نزد خدا بود و خدا آن را با قلم بر ما نازل کرد.

به پاس تشکر از چنین موهبت الهی، موسسه ماهان درصدد 
برآمده است تا در راستای انتقال دانش و مفاهیم با کمک اساتید 
مجرب و مجموعه کتب آموزشی خود برای شما داوطلبان ادامه 
تحصیل در مقطع کارشناسی ارشد، گام موثری بردارد. امید است 
تلاش‌های خدمتگزاران شما در این موسسه پایه‌گذار گام‌های 

بلند فردای شما باشد. 
مجموعه کتاب‌های کمک آموزشی ماهان به‌منظور استفاده 
تالیف  آزاد  و  سراسری  ارشد  کارشناسی  کنکور  داوطلبان 
شده‌اند. در این کتاب‌ها سعی کرده‌ایم با بهره‌گیری از تجربه 
اساتید بزرگ و کتب معتبر داوطلبان را از مطالعه کتاب‌‌های 

متعدد در هر درس بی‌نیاز کنیم. 

ذیل  به‌صورت  دانشجویان  سایر  برای  ماهان  تالیفات  دیگر 
می‌باشد:

کنکور  مرحله   5 شامل  8 ‌آزمون:  کتاب‌های  مجموعه 
آزمون  مرحله   3 همراه  به  اخیر  سال   5 ارشد  کارشناسی 
برای  که  می‌باشد  تشریحی  پاسخ  با  همراه  ماهان  تالیفی 
این  است.  شده  طراحی  کنکور  سوالات  نمونه  با  آشنایی 
با توجه به تحلیل 3 ساله اخیر کنکور و  مجموعه کتاب‌ها 
از دروس، اطلاعات مناسبی  بودجه‌بندی مباحث در هریک 

جهت برنامه‌ریزی درسی در اختیار دانشجو قرار می‌دهد.

مجموعه کتاب‌های کوچک: شامل کلیه نکات کاربردی در 
که  می‌باشد  ارشد  کارشناسی  کنکور  مختلف  گرایش‌های 
آخر  ماهه   2 در  مباحث  دانشجویان جهت جمع‌بندی  برای 

قبل از کنکور مفید می‌باشد.
محترم  همکاران  و  مولفان  اساتید،  مجموعه  از  بدین‌وسیله 
تالیفات  به‌روزرسانی  و  تولید  در  که  ماهان  بزرگ  خانواده 
تشکر  و  تقدیر  صمیمانه  داشته‌اند،  نقش ‌موثری  ماهان 

می‌نماییم. 
دانشجویان عزیز و اساتید محترم می‌توانند هرگونه انتقاد و 
پیشنهاد درخصوص تالیفات ماهان را از طریق سایت ماهان 

به آدرس mahan.ac.ir با ما در میان بگذارند.

موسسه آموزش عالی آزاد ماهان



مقدمه مولف

مجموعه پیش رو، حاصل سال‌ها تدریس در مؤسسات و دانشگاه‌های متفاوت است. در این 
مجموعه سعی شده است مطالب و سرفصل‌های درس ریاضی عمومی )2(، با تکیه بر حل مثال‌ها و 
تست‌های کنکورهای کارشناسی ارشد و دکتری رشته‌های متفاوت‌، به طور کامل پوشش داده شود.

 MBA این مجموعه برای داوطلبین رشته‌های کنکورهای ارشد و دکتری فنی مهندسی، علوم پایه و

بسیار مناسب می‌باشد. هنگام مطالعه کتاب ،حتماً بطور همزمان از نکات مهم خلاصه‌نویسی کنید 
و سعی کنید آن‌ها را بطور مداوم مرور نمائید. بر خلاف تصور، درس ریاضی عمومی )2( از ریاضی 
عمومی )1( آسانتر است. پس با تکیه بر این درس، میتوانید تستهای کنکور خود را به راحتی پاسخ 

دهید.

بر خود لازم میدانم از جناب آقای دکتر سیاری، ریاست محترم مؤسسه ماهان تشکر و سپاسگزاری 
نمایم.

از پدر فداکار، مادر مهربان و همسر عزیزم به خاطر همه لحظاتی که در کنار من بودند، ممنون و 
قدردان هستم و این اثر را به آنها تقدیم مینمایم.

در پایان از همه شما دانشجویان عزیز می‌خواهم هر گونه نظر و پیشنهادی که به ذهنتان می‌رسد 
را به آدرس Hassan.Rezapour@gmail.com ارسال نمائید که در چاپ‌های بعدی، اثری 

بهتر را ارائه نمائیم.

تقدیم به پدر و مادر مهربانم، همسر عزیزم و البرز پسر نازنینم

دکتر حسن رضاپور
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فصل‌اول

جبر خطی و هندسه تحلیلی 

بخش اول: جبر خطی

 تعریف ماتریس و انواع آن 

mna را درایه یا عضو ماتریس می‏نامند.   ،.... ، a11  است. هر یک از اعداد 

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

11 12 1

21 22 2

1 2





   



ماتریس آرایشی از اعداد به صورت 

 n m و  ام قرار گرفته است.  j ام و ستون  i ija عضوی از ماتریس می‏باشد که در سطر  ij است.  m nA [a ] ×= در حالت کلی ماتریس به صورت 
A است.  نشان دهنده تعداد سطر و ستون‏های ماتریس 

nna اعضای قطر  ، .... و  a22  ، a11 . در ماتریس مربعی درایه‏های  (m n)= ماتریس مربعی: ماتریسی که تعداد سطر و ستون‏های آن برابر است 
ma اعضای قطر فرعی هستند.  1 ، .... و  (n )a −2 1  ، na1 اصلی و درایه‏های 

B را مساوی گویند هرگاه هم‌مرتبه باشند و درایه‏های متناظر آنها مساوی باشند.  A و  تساوی دو ماتریس: دو ماتریس 

ij ijA B i, j , a b= ⇔∀ =
n ستون است.  m) و  )=1 ماتریس سطری: ماتریسی است که دارای یک سطر 
n) است.  )=1 m سطر و یک ستون  ماتریس ستونی: ماتریسی است که دارای 

A را قطری می‏نامند هرگاه درایه‏های طرفین قطر اصلی صفر باشند.  ماتریس قطری: ماتریس مربعی 

ij(i j) a∀ ≠ → = 0
ماتریس اسکالر: ماتریس قطری است که تمام درایه‏های قطر اصلی آن مساوی هستند. 

ماتریس همانی یا واحد: ماتریس قطری است که درایه‏های قطر اصلی آن برابر یک است و آن را با I نمایش می‏دهند. 
A I I A A× = × =
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ماتریس بالا مثلثی: ماتریس مربعی که درایه‏های واقع در زیر قطر اصلی همگی صفرند. 

ij n n ijA [a ] ; i j a×= ∀ > → = 0
ماتریس پایین مثلثی: ماتریس مربعی که درایه‏های واقع در بالای قطر اصلی همگی صفرند. 

ij n n ijA [a ] ; i j a×= ∀ < → = 0

ضرب ماتریس ها
B برابر  A با تعداد سطرهای ماتریس  A زمانی وجود دارد که تعداد ستون‏های ماتریس  B× ij ، ماتریس  n pB [b ] ×=

2
ij و  m nA [a ] ×=

1
هرگاه 

پس داریم: ij m pC [c ] ×= B باشد ، داریم  A و  C ضرب ماتریس  . اگر  n n=1 2 باشد، به عبارت دیگر 
m p p n m nA .B C× × ×=

ijC از ضرب سطر i ام A در ستون j ام B حاصل می‌شود ؛ یعنی: ضمنا درایه‌ 
 

n

ij ik kj
k

C a b
=

=∑
1

A را به‌دست آورید. B× B باشد، 
− 

 =  
  

2 2
4 3
1 0

A و   
=  − 

1 2 0
3 1 2

* مثال 1: هرگاه 

( )
AB

( ) ( )

− 
× + × + × − + × + ×      = = =      − × + − × + × − − × + × −       

2 2
1 2 0 1 2 2 4 0 1 1 2 2 3 0 0 10 4

4 3
3 1 2 3 2 1 4 2 1 3 2 1 3 2 0 4 9

1 0

nA به صورت زیر عمل می‌کنیم : A یک ماتریس باشد ، برای محاسبه ماتریس   1: هرگاه 
n nA A A , A A A , A A A , ... , A A A −= × = × = × = ×2 3 2 4 3 1

n برسانیم.   A را به توان  nA کافی است درایه‏های قطر اصلی ماتریس  A یک ماتریس قطری باشد برای محاسبه ماتریس   2:  اگر 

B ضرب شود.  A در کل ماتریس  ام ماتریس  i A کافی است سطر  B× ام ماتریس  i  3: برای محاسبه سطر 

B ضرب شود.   ام ماتریس  j A در ستون  A کافی است کل ماتریس  B× ام ماتریس  j  4: برای محاسبه ستون 

 5: اگر حاصلضرب دو ماتریس صفر شود نمی‏توان نتیجه گرفت که یکی از دو ماتریس برابر صفر است.  

 . B C= AB نمی‏توان نتیجه گرفت که  AC=  6: دستور حذف در ماتریس‏ها برقرار نیست ؛ یعنی از 
AB AC= ⇒B C , B C AB AC= = ⇒ =

 (AB).C A.(BC)=  7: ضرب ماتریس‏ها شرکت‏پذیر است ؛ یعنی 
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لی
حلی

ه ت
دس

 هن
ی و

خط
بر 

ج

 8: ضرب ماتریس‏ها نسبت به عمل جمع از چپ و راست دارای خاصیت پخش است. 
A.(B C) AB AC , (A B).C A.C B.C+ = + + = +

را تعویض‌پذیر نامند و اتحادهای جبری )مانند دو اتحاد  B و A AB آنگاه  BA= B داشته باشیم  A و  9: اگر در مورد دو ماتریس   
زیر( برای آن‌ها برقرار می‌باشند. 

 ) (A B) A AB B )(A B ) (A B)(A B)+ = + + − = − +2 2 2 2 21 2 2

 10: حاصلضرب دو ماتریس بالا مثلثی یک ماتریس بالا مثلثی است که درایه‏های قطر اصلی آن حاصلضرب درایه‏های متناظر روی دو قطر 
اصلی ماتریس‏های ضرب شونده است. این نکته برای ماتریس پایین مثلثی نیز برقرار است. 

A100 را به دست آورید.  A باشد ، ماتریس   
=  − 

2 1
1 0

* مثال 2: اگر 

n

A , A AA

n n
A AA A A

n n

           
= = = = =           − − − − − − − − −           

+         
= = = → = → =         − − − − − − − + − −         

2 3 2

4 3 100

2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 4 3
1 0 1 0 2 1 1 0 2 1 3 2

2 1 4 3 5 4 1 101 100
1 0 3 2 4 3 1 100 99

nA را به دست آورید.  A باشد ، حاصل 
 
 =  
  

1 1 1
0 1 1
0 0 1

* مثال 3: اگر 

n

A AA

n(n )n

A AA A n

     
     = = =     
          

+ 
      
      = = = → =       
             
 

2

3 2

1 1 1 1 1 1 1 2 3
0 1 1 0 1 1 0 1 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

111 1 1 1 2 3 1 3 6 2
0 1 1 0 1 2 0 1 3 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

A2 کدام است؟  A مجموع عضوهای سطر اول از ماتریس 
− 

 =  
 − 

2 1 3
0 2 4
1 1 2

* مثال 4: اگر 

A به دست می‏آید.  A در کل ماتریس  A2 از ضرب سطر اول ماتریس  حل: طبق نکته 3 عضوهای سطر اول ماتریس 

I [ ] [ ]
− 

 = − = − − ⇒ 
 − 

2 1 3
2 1 3 0 2 4 7 1 4

1 1 2
مجموع = − − =7 1 4 2

A(I کدام است؟  A)− 2 A باشد ، حاصل  =2 * مثال 5: اگر 0
AI پس:  IA= ، آنگاه تمام اتحادهای جبری در مورد آنها صادق است. چون  AB BA= تعویض پذیر باشند ؛ یعنی  B A و  حل: طبق نکته 9 اگر 
A(I A) A(I A A) AI AA A AI A− = + − = + − = + − =2 2 2 22 2 0 0
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a باشد آنگاه: 

A
a
 

=  
 

0
0

     11: اگر 

 است.  
n

n
n

a
A

a

 
=  
  

0
0

n فرد باشد آنگاه   و اگر 
n

n
n

a
A

a

 
=  
  

0
0

n زوج باشد  اگر 

   
 باشد آنگاه: 

a
A

b
 

=  
 

0
0

 12: اگر 

 است.

n n

n
n n

a b
A

a b

+ −

− +

 
 

=  
 
  

1 1
2 2

1 1
2 2

0

0

n فرد باشد آنگاه   و اگر 

n

n
n

(ab)
A

(ab)

 
 

=  
 
  

2

2

0

0

n زوج باشد  اگر 

  
A تحت  ′A که تبدیل یافته نقطه   نقطه 

x
A

y
 

=  
 

A به مختصات   در نقطه 
a b

T
c d
 

=  
 

2× مانند  2  13: از ضرب ماتریس 
T است حاصل می‏شود.  aماتریس  b x x

c d y y
′    

=     ′     

T به‌دست آورید.   
=  − 

0 3
2 0

x را تحت ماتریس  y+ =2 2 * مثال 6: تبدیل یافته دایره 1

x می‏نامیم. 
A

y
′ ′ =  ′ 

x و تبدیل یافته آن را 
A

y
 

=  
 

حل: یک نقطه روی دایره را 

xy x yx x y xx y
y y yx y x

′ ′+ = → =′ ′ ′         = → → + = → − + =        ′ ′−          ′− + = → = −


2 2
2 2

0 30 3 3 1 1
2 0 2 32 0

2

b است.  = 2 a و  = 3 ) و  , )0 0 x) به دست می‏آید که یک بیضی افقی به مرکز  ) (y )′ ′
+ =

2 2
1

9 4
معادله 

ماتریس دوران 
 A′ θ دوران دهــد تــا نقطــه  A را حــول مبــدأ مختصــات در جهــت مثلثاتــی بــه زاویــه  A ضــرب شــود و نقطــه  ماتریســی را کــه در نقطــه 

cos مشــخص اســت.  sin
R

sin cos−θ
θ θ 

=  − θ θ 
. همچنیــن  cos sin

R
sin cosθ

θ − θ 
=  θ θ 

ــم  Rθ نشــان داده و داری ــا علامــت  حاصــل شــود، ب
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R R Rθ α θ+α=  )2
				  

ncos sin cosn sin n
sin cos sin n cosn

θ − θ θ − θ   
=   θ θ θ θ   

n یا 
n(R ) Rθ θ=  )1

 را به دست آورید. 

 
− 

 
 
 
 

12
2 2
2 2
2 2
2 2

* مثال 7: حاصل 

cos sin cos sin
A

sin cossin cos

π π −  π − π −   
= = =     π π π π −     
  

12

3 3 1 04 4
3 3 0 1

4 4

 را به دست آورید. 
 −
 
  

13
1 3
3 1

* مثال 8: حاصل 

cos sin cos sin
sin cos sin cos

cos sin
(R ) ((R ) ) R R A

sin cos

 
× − ×  − − −    = = =             × × 

 
 

− −  = = → = =   

 

13
13 13

13

13 13 13 6 2 13 13 13
60 60 60 60

1 32 21 3 2 60 2 60 60 602 2 2
2 60 2 60 60 603 1 3 12 2

2 2
1 3

60 60 2 22 2 2 2 2
60 60 3 1

2 2

A





 −
→ =  

  

12 1 3
2

3 1

ماتریس ترانهاده
 TA ′A یا  A گویند و با  ij جای سطرها و ستون‏ها را عوض کنیم ماتریس به‏وجود آمده را ترانهاده ماتریس  m nA [a ] ×= هرگاه در ماتریس 

نمایش می‏دهند. 
* خواص: 

) (A ) A ) (kA) kA , k
) (A B) A B ) (AB) B A

′ ′ ′ ′= = ∈
′ ′ ′ ′ ′ ′± = ± =

1 2
3 4



TAA باشد؟  2× باشد، کدام ماتریس می‏تواند  2 A یک ماتریس  *مثال 9: هرگاه 

 
 
 

2 2
1 0

 )4 	 
 
 

1 2
2 1

 )3 	 
 
 

3 3
7 4

 )2 	 
 
 

2 3
3 7

 )1

حل: گزینه 1 درست است. 
TAA به‏خاطر داشته باشید. نکات زیر را در مورد 

TAA همواره متقارن است.	  )1
T| AA | | A |= ≥2 0  )2

TAA هیچ‏گاه عدد منفی قرار نمی‏گیرد.  3( روی قطر اصلی 
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TAA امکان پذیر نیست،  چون گزینه های 2و4 متقارن نیستند پس نمیتوانند پاسخ مساله باشند، ضمناً دترمینان گزینه 3 منفی است که این برای 
پس تنها گزینه ممکن ، گزینه اول است.

nA را به دست آورید.  A باشد ، ماتریس   
=  
 

1 2
0 1

* مثال 10: اگر 

n n
A , A AA A             

= = = = = → =             
             

2 3 21 2 1 2 1 4 1 2 1 4 1 6 1 2
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

ماتریس متقارن )هرمیتی(

. در ماتریــس متقــارن هــر دو درایــه  A A′= ، به‌عبــارت دیگــر  ij jii , j a a∀ → = ij را متقــارن گوینــد ، هــرگاه  n nA [a ] ×= ماتریــس مربعــی 

 
− 

 − − 
 − 

1 2 3
2 0 4
3 4 5

ــال ماتریــس  ــد ، مســاوی هســتند. به‏طــور مث ــرار گرفته‏ان ــارن ق ــه طــور متق ــه آن ب ــی نســبت ب ــن قطــر اصل کــه در طرفی

ij ji.a a= متقــارن اســت. یعنــی در ماتریــس متقــارن داریــم:  

ماتریس پادمتقارن )ضد متقارن( 
. در ماتریس پادمتقارن هر دو درایه  A A′= − ij ، به‏عبارت دیگر  jii , j a a∀ → = − ij را پادمتقارن گویند، هرگاه  n nA [a ] ×= ماتریس مربعی 

که در طرفین قطر اصلی نسبت به آن به‏طور متقارن قرار گرفته‏اند قرینه هستند. همچنین درایه‏های قطر اصلی همگی صفر است. 
دقت کنید هر ماتریس مربعی را همواره می‏توان به صورت مجموع یک ماتریس متقارن و یک ماتریس پادمتقارن نمایش داد. 

A (A A ) (A A )′ ′= + + −
1 1
2 2

 

A ماتریس قطری باشد، آنگاه متقارن است.   14: هرگاه 

n) متقارن است. )∈ ، nA A ماتریسی متقارن باشد، آنگاه   15: اگر 

A ماتریس پادمتقارن خواهد بود.  A ماتریس متقارن و توان‏های فرد  A ماتریسی پادمتقارن باشد، آنگاه توان‏های زوج   16: اگر 

 17: ماتریس مربعی صفر، هم متقارن است هم پاد متقارن. 

18: حاصل جمع و تفاضل چند ماتریس متقارن، ماتریس متقارن بوده و حاصل جمع و تفاضل چند ماتریس پادمتقارن، ماتریس پادمتقارن است. 

AB) ماتریس‏هایی متقارن هستند.  BA )′ ′+ AA) و  BB )′ ′− B دو ماتریس مربعی و هم مرتبه باشند، آنگاه  A و   19: اگر 

پاد متقارن       متقارن
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A از نظر متقارن بودن چگونه هستند؟  A′+ A و  A′  ، A A′−  ، AA′ n باشد، آنگاه  n× A ماتریسی  * مثال 11: اگر 
(AA ) (A ) A AA′ ′ ′ ′ ′ ′= = → متقارن 
(A A ) A (A ) A A (A A )′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− = − = − = − − → پادمتقارن 
(A A) A (A ) A A′ ′ ′ ′ ′ ′= = → متقارن 
(A A ) A (A ) A A A A′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = + = + = + → متقارن 

B دو ماتریس هرمیتی باشند، کدامیک از ترکیب‏های زیر هرمیتی هستند؟ A و  * مثال 12: اگر 
AB BA+  )4 	AB  )3 	AB BA−  )2 	A B2 2  )1

حل: گزینه 4 صحیح است. 
 B B′ = A و  A′ = B هرمیتی هستند ، بنابراین  A و 

(AB BA) (AB) (BA) B A A B BA AB AB BA′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = + = + = + = +

دترمینان 
det(A) نمایش می‏دهند. | یا  A | A را با نماد  دترمینان هر ماتریس مربعی مانند 

a b
A det(A) ad bc

c d
 

= → = − 
 

)Minor( دترمینان کهاد یا مینور

ام و ستون  i ija یک دترمینان تعریف می‏کنیم که آن را دترمینان کهاد یا مینور عنصر سطر  ij برای هر عضو آن مانند  n nA [a ] ×= در هر ماتریس مربعی 
ijM نمایش می‌دهیم و مقدار آن از دترمینانی که از حذف سطر i ام و ستون j ام به‏دست آمده، محاسبه می‏شود.  ام نامیده و با  j

)kofactor( همسازه

. اگر برای تمام  i j
ij ij( ) M+∆ = −1 ∆ij نمایش می‏دهیم و  ija را با نماد  ij همسازه هر عنصر مانند  n nA [a ] ×= در هر ماتریس مربعی مانند 

ijN [ ]= ∆ A همسازه متناظرشان نوشته شود، ماتریس همسازه به‏وجود می‏آید.  درایه‏های ماتریس 
n دترمینان ماتریس مربعی مرتبه

دترمینان هر ماتریس مربعی مساوی با مجموع حاصل ضرب عناصر یک سطر یا یک ستون دلخواه در همسازه متناظرشان است. 
  توجه: برای محاسبه یک دترمینان بهتر است آن را حول سطر یا ستونی بسط دهیم که تعداد عضوهای صفر آن بیشتر باشد. 

 
n

i j
ij ij

j
det(A) ( ) a M+

=

= −∑
1

1 				    بسط نسبت به سطر i ام:

n
i j

ij ij
i

det(A) ( ) a M+

=

= −∑
1

1 				    بسط نسبت به ستون j ام:

n n| A | | A |= | و  AB | | A || B |= | و  A | | A |′=  :20  

 21: از تعویض دو سطر یا دو ستون یک ماتریس مربع با هم، تنها علامت دترمینان تغییر می‏کند.

  22: هرگاه دو سطر یا دو ستون یک ماتریس مساوی باشند، دترمینان ماتریس صفر است. اگر در یک ماتریس، سطری مضرب سطر دیگر 
و یا ستونی مضرب ستون دیگر باشد حاصل دترمینان صفر است. 
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 23: وجود سطر تمام صفر و یا ستون تمام صفر باعث صفر شدن دترمینان ماتریس می‏شود.

  24: اعمال سطری ـ ستونی مقدماتی: هرگاه به سطر )یا ستون( یک ماتریس، مضاربی از سطرهای دیگر )یا ستون‏های دیگر( اضافه و یا 
کم شود حاصل دترمینان تغییر نمی‏کند. 

یعنی  ؛  می‏شود  ضرب   nk در ماتریس  دترمینان  شود،  ضرب   k مانند عددی  در   n n× ماتریس  یک  درایه‏های  تمام  هرگاه   :25  
. n| kA | k | A |=

 26: دترمینان ماتریس‏های قطری، بالا مثلثی و پایین مثلثی برابر حاصلضرب عناصر قطر اصلی است. 

و  است   m m× ماتریس   C AB= صورت  این  در   ، m n> و  بوده   n m× ماتریس   B و   m n× ماتریس   A اگر   :27  
| C | | AB |= = 0

 28: دترمینان ماتریس پادمتقارن از مرتبه فرد همواره صفر است.

y باشند دترمینان  x و بقیه درایه‏های آن برابر  n باشد ، به‏طوریکه تمام عناصر روی قطر اصلی آن برابر  n× A ماتریس   29: اگر 
n(x است. y(n ))(x y) −+ − − 11 ماتریس برابر 

: ×3 3  30: دستور ساروس برای محاسبه دترمینان‏های 

برای این منظور دو ستون اول ماتریس را کنار آن نوشته و به‏صورت زیر عمل می‏کنیم: 

 a b c a b c a b
A d e f det(A) d e f d e (aei bfg cdh) (bdi afh ceg)

g h i g h i g h

 
 = → = = + + − + + 
  

 را بیابید.
 
 
 
 − 

1 2 0
1 3 1
0 2 2

* مثال 13: حاصل دترمینان

حل: 
روش اول: اگر بخواهیم دترمینان را با روش بسط نسبت به سطر )ستون( بیابیم بهتر است سطر یا ستونی انتخاب شود که تعداد صفرهای آن بیشتر 

است. دترمینان را با بسط نسبت به سطر سوم می‌یابیم.

 A ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )+ + += − + − + − − = − + − = −3 1 3 2 3 32 0 1 0 1 2
1 0 1 2 1 2 2 1 2 1 4

3 1 1 1 1 3
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روش دوم: روش ساروس:

 ( ) ( )A ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )⇒ = × × − + × × + × × − × × − + × × + × × = − + = −
−

1 2 0 1 2
1 3 1 1 3 1 3 2 2 1 0 0 1 2 2 1 2 1 1 2 0 3 0 6 2 4
0 2 2 0 2

A از حاصلضرب درایه‏های  A ماتریس شبه مثلثی باشد، یعنی تمام درایه‏های بالا یا پایین قطر فرعی آن صفر باشند، دترمینان    31: اگر 

 محاسبه می‏شود. 
n(n )

( )
−

−
1

21 روی قطر فرعی آن به‏دست آمده که علامت عدد حاصل از رابطه 

B(c,d) عبور می‏کند، برابر است با:  A(a,b) و  x 32:  معادله خط راستی که از دو نقطه  y
a b
c d

=
1
1 0
1

C(x رأس‏های مثلث باشند، برابر است با:  , y )3 3 B(x و  , y )2 2  ، A(x , y )1 1 ABC که در آن  33: مساحت مثلث 

ABC

x y
S x y

x y
=

1 1

2 2

3 3

1
1 1
2

1

n) و درایه‏های سطر  )−1 ، درایه‏های سطر یا ستون اول همگی از توان  n  34:  دترمینان واندرموند: اگر در یک ماتریس مربعی از مرتبه 
n) و ... و درایه‏های سطر یا ستون آخر همگی یک باشند آنگاه برای محاسبه دترمینان کافی است سطر یا  )−2 یا ستون دوم همگی از توان 
ستونی را که درایه‏های آن از توان یک هستند انتخاب کرده و هر درایه را منهای تمام درایه‏های بعدی کرده و حاصل‏ها را در هم ضرب کنیم. 

a b c d

a b c d (a b)(a c)(a d)(b c)(b d)(c d)
a b c d

= − − − − − −

3 3 3 3

2 2 2 2

1 1 1 1

a a

b b (a b)(a c)(b c)

c c

= − − −

2

2

2

1
1
1

A باشد. شرایط ماتریس متعامد به‏صورت زیر است:  A−′ = 1 A را متعامد گوییم هرگاه  ماتریس متعامد: ماتریس 
| A |= | یا 1− A |= +1 )1

3× باید داشته باشیم:  3 2( اندازه مؤلفه‏های تمام سطرها و ستون‏ها برابر یک باشد. به‏طور مثال برای یک ماتریس 
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a b c
A d e f ; a b c , d e f , g h i

g h i

a d g , b e h , c f i

 
 = + + = + + = + + = 
  

+ + = + + = + + =

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1

a.g و ... b.h c.i+ + = a.d و 0 b.e c.f+ + = 3( ضرب داخلی دو به دوی سطرها )ستون‏ها( برابر صفر شود. به طور مثال باید 0

| چقدر است؟ BA | B ، در این صورت 

− 
 
 =
 
 
 

2 1 3
0 2 4
1 2 5
2 1 6

A و 
 
 =  
  

2 2 0 2
2 2 1 1
1 3 1 2

* مثال 14: اگر 

. | BA |= 0 A ، بنابراین  ×3 4 B و  ×4 3 حل: طبق نکته 27 چون 

det(A) را به‏دست آورید.   باشد ،
sin

A
cos

α 
 =  
 α − 

0 0
0 2 4

0 1
* مثال 15: اگر 

حل: طبق نکته 31 داریم:

det(A) ( ) sin cos sin cos sin
×

= − × α× × α = − α α = − α
3 2
21 2 2 2

det(A) را به‏دست آورید.  A باشد ، 

 
 
 
 =
 
 
  

5 2 2 2 2
2 5 2 2 2
2 2 5 2 2
2 2 2 5 2
2 2 2 2 5

* مثال 16: اگر 

y ، بنابراین:  = 2 x و  = 5  ، n = 5 حل: طبق نکته 29 داریم 

det(A) ( )( )= + × − = × =4 45 4 2 5 2 13 3 1053

 را به‏دست آورید. 
a a

b b

c c

−

−

−

2

2

2

1 2 1
1 2 1
1 2 1

* مثال 17: حاصل دترمینان 

C داریم:  C C+ →1 3 3 C3 ستون اول و سوم باشند با  C1 و  حل: اگر 
a a a a a a

b b b b b b

c c c c c c

= = −

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 2 1 1
1 2 21 2 1
1 2 1 1 دترمینان به‏دست آمده واندرموند است ، پس: 

det(A) (a b)(a c)(b c) (a b)(a c)(c b)= − − − − = − − −2 2
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| در این  A |= 24 4× بوده و روی قطر اصلی آن اعداد طبیعی و متمایز باشد و داشته باشیم  4 A یک ماتریس پایین مثلثی و  * مثال 18: اگر 
| چقدر است؟  A I |+ صورت 

حل: چون ماتریس پایین مثلثی است دترمینان آن برابر حاصلضرب اعداد روی قطر اصلی است. اعداد روی قطر اصلی عبارتند از 4، 3، 2، 1. در ماتریس 
A پایین مثلثی است پس: I+ A] درایه‏های روی قطر اصلی عبارتند از 5، 4، 3، 2 و چون  I]+

. | A I |+ = × × × =2 3 4 5 120 

 را به‏دست آورید. 
cos sin

A sin cos
α − α 

 = α α 
  

0
0

0 0 1
* مثال 19: معکوس ماتریس 

حل: با بسط برحسب سطر سوم دترمینان برابر 1 می‏شود. اندازه تمام سطرها و ستون‏ها برابر یک بوده و ضرب داخلی دوبه دوی سطرها )ستون‏ها( صفر 
: A A− ′=1 است ، پس ماتریس متعامد است و داریم 

 cos sin
A sin cos−

α α 
 = − α α 
  

1
0
0

0 0 1    
det را به‏دست آورید.  A  باشد، 

cos
A cos

cos

θ 
 = θ 
 θ 

2 1 0
1 2 1
0 1 2

* مثال 20: اگر 

حل: با بسط برحسب سطر اول داریم: 
cos

det A cos cos ( cos ) cos
cos cos

det A cos ( cos ) cos ( cos ) cos cos
sin cos cos sin cos sindet A

sin sin sin

θ
= θ − = θ θ − − θ

θ θ

= θ θ − = θ θ − = θ θ
θ θ θ θ θ θ

= = =
θ θ θ

2

2 2

2 1 1 1
2 2 4 1 2

1 2 0 2

2 4 2 4 2 1 4 2
4 2 2 2 2 4

det را به‏دست آورید.  A  باشد، 
a a

A a a a

a a

 + −
 

= + 
 

+  

2

2

2

1 0
1

0 1
* مثال 21: اگر 

C C C

a a a a

R R R A a a a a a

a a a

− →

   + − + −
   

+ → ⇒ = + → +   
   
+ + +      

1 3 1

2 2

2 2
1 3 3

2 2 2

1 0 1 0
1 0 1

1 0 1 0 0 1

. det A ( a )= + 2 31 ماتریس بالا مثلثی است و 
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det را به‌دست آورید.  A A باشد، 

 
 
 =
 
 
 

1 2 0 0
3 4 0 0
5 3 4 1
2 1 3 0

* مثال 22: اگر 

حل: با بسط برحسب سطر اول داریم:

det A = × − × = × × − × × = − + =
4 0 0 3 0 0

4 1 4 1
1 3 4 1 2 5 4 1 1 4 2 3 12 18 6

3 0 3 0
1 3 0 2 3 0

 

|T را به‏دست آورید.  AA | A حاصل   
=  − 

1 2 0
3 1 4

* مثال 23: اگر 

TAA det A
 

    = − = → = × − =    −     

1 3
1 2 0 5 1

2 1 5 26 1 129
3 1 4 1 26

0 4

| را به‏دست آورید.  A B A |−3 2 1 | حاصل  B |= 4 | و  A |= 2 3× باشند و  3 B دو ماتریس  A و  * مثال 24: اگر 

A پس ؛
A

− =1 1 حل: در ادامه اشاره خواهد شد که 
| A B A | | A || B || A | | A | | B |

| A |
− −= = × × = × × =3 2 1 3 2 1 3 2 3 21 12 4 64

2

det را به‏دست آورید.  A A فرض شود، 

 
 − 
 =
 
 
  

2 3 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 5 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 3

* مثال 25: اگر 

. det A ( )( )( )( )( )= =5 1 5 1 3 حل: ستون دوم را با ستون اول جمع کرده و حاصل را در ستون اول قرار می‏دهیم. با  این عمل ماتریس بالا مثلثی می‏شود و 75

d را به‏دست آورید.  (det A)
dx

 ، حاصل 

x x x x
x sin x cos x

A

cos x sin x

 
 
 =
 
 − 

4 3 2
5 4
4 3 2 1
5 0

* مثال 26: اگر 

x برابر سطر سوم می‏باشد بنابراین دترمینان صفر بوده و مشتق خواسته شده برابر صفر است.  حل: سطر اول 

det را به‌دست آورید.  A  باشد، 
a b c

A b a c
c a b

+ 
 = + 
 + 

1
1
1

* مثال 27: اگر 

a b c b c b c
C C C A a b c a c (a b c) a c det A

a b c a b a b

+ + + +   
   + → → = + + + = + + + → =   
   + + + +   

2 1 1

1 1 1
1 1 1 0
1 1 1
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det را به‏دست آورید.  A  باشد، 
a x y z

A x a y z
x y a z

+ 
 = + 
 + 

x و  y z+ + = * مثال 28: اگر 0

x y z

R R R
R R R

a x y z y z a y z
C C C C A a x y z a y z A a a y z

a x y z y a z a y a z

a y z
A a det A a

a

+ + =

− →
− →

+ + +   
   + + → → = + + + + → = +   
   + + + + +   

 
 → = ⇒ = 
  

2 1 2

3 1 3

0
1 2 3 1

30 0
0 0

ماتریس معکوس
B را وارون یا  A را وارون‏پذیر نامیده و  ، آنگاه  AB BA I= = B وجود داشته باشد ، طوریکه  A ماتریس مربعی  اگر برای ماتریس مربعی 

A گویند.  معکوس 

| باشد.  A |≠ 0 A معکوس‏پذیر باشد آن است که   35: شرط لازم و کافی برای آنکه ماتریس مربعی 

 معکوس‌پذیر است؟	      )کارشناسی ارشد سراسری – مهندسی نفت(
c

A
c

− 
 = − 
 − 

1 0
1 3 1
0 2 4

* مثال 29 : به ازای کدام مقدار C ماتریس

 C , ,≠ −2 4 1 )4 		 C ,≠1 3  )3 			  C ,≠ −2 5  )2 			   C ,≠ 2 3 )1
حل: گزینه 1 صحیح است.

معکوس‌پذیر است. A A A ( c) ( c) c c ,
c c

−
⇔ ≠ ⇒ + − = − − + ≠ ⇒ ≠ −

 23 1 1 3
0 12 2 2 0 2 3

2 4 0 2
 

 36: اگر دترمینان ماتریس مخالف صفر باشد ، ماتریس را غیرمنفرد یا ناتکین می‏گویند.

 
A A AA I− −= =1 1  :37 

خواص ماتریس معکوس

n n

) (A ) A ) (AB) B A

) (A ) (A ) ) (A ) (A )

) (KA) A , k ) det(A )
K det(A)

− − − − −

− − − −

− − −

= =

′ ′= =

= ∈ =

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 2
3 4

1 15 6

بسط نسبت 
به سطر اول
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AA I | AA | | I | | A || A | | A |
| A |

− − − −= → = → = → =1 1 1 1 11 		 اثبات مورد 6 :

ماتریس الحاقی :
N* نمایش می‏دهند. عناصر  adj(A) A′ = = N نمایش دهیم ترانهاده ماتریس همسازه ماتریس الحاقی است و به‏صورت   اگر ماتریس همسازه را با 

 i j
ij ijN ( ) M+= −1 N از رابطه روبه رو به‌دست می‌آیند: ماتریس همساز، 

NA به‏دست می‏آید. 
| A |

− ′
=1  38: ماتریس معکوس از رابطه 

2× به‏صورت زیر است:  2 a 39: معکوس ماتریس  b d b
A A

c d c adet(A)
− −   

= → =   −   
1 1

A ، ماتریسA−1 را بیابید.
 
 =  
 − 

2 1 2
3 1 0
1 2 1

*مثال 30 : اگر 

A − = + =
3 1 2 1

2 1 10 1 11
1 2 3 1

 
N ( ) , N ( ) , N ( )+ + += − = − = − = = − =

− −
1 1 1 2 1 3

11 12 13
1 0 3 0 3 1

1 1 1 3 1 5
2 1 1 1 1 2

N ( ) , N ( ) , N ( )+ + += − = = − = − = − =
− −

2 1 2 2 2 3
21 22 23

1 2 2 2 2 1
1 5 1 4 1 3

2 1 1 1 1 2

N , N , N= − = − = −31 32 332 6 1
N و در نتیجه داریم:

− 
 = − 
 − − − 

1 3 5
5 4 3
2 6 1

A و پس 11=

N A N
A

−

 − − 
− − − −     

− −     ′ ′= − − ⇒ = = − − =     
 −   −       − 

  

1

1 5 2
11 11 111 5 2 1 5 2

1 1 3 4 63 4 6 3 4 6
11 11 11 11

5 3 1 5 3 1 5 3 1
11 11 11

n یک ماتریس مربعی باشد، آن گاه: nA ×  40:  اگر 

( ) ( )ndet adjA det A −= 1  -1

( )T T TAB B A=  -2

بسط نسبت به 
ستون سوم
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. | A |
k

− =1 1 | ، داریم  A | k= اثبات: اگر فرض کنیم 

n n n n

N adj(A) NA A kA N | kA | | N |
| A | | A | k

| N | k | A | k k det(adjA) (det A)
k

− − − −

− − −

′ ′
′ ′= = → = → = → =

′→ = = × = ⇒ =

1 1 1 1

1 1 11

n باشد ، داریم: n× A یک ماتریس   41:  اگر 
(n )det(adj(adj(A))) | A | −=

21  

A ماتریسی وارون‏پذیر باشد ، آنگاه:   42: اگر 
* * n * n *(A ) | A | A ; (kA) k A k− −= = ∈2 1



A باشد ، آنگاه:  B ماتریس وارون‏پذیر و هم مرتبه با ماتریس  n و  A ماتریسی مربعی از مرتبه   43: اگر 
n n(B AB) B A B− −=1 1

. ( )A.adj A | A | I= n باشد ، داریم  n× A ماتریس  I ماتریس همانی )واحد( و   44: اگر 

A نیز وارون‏پذیر است.  B− −+1 1 A ماتریس‏هایی وارون‏پذیر باشد ، آنگاه ماتریس  B+ B و   ، A  45: اگر 

A.adj(A) را به‏دست آورید.  A ، مجموع عناصر ماتریس 
− 

 =  
  

2 1 1
0 2 1
1 1 2

* مثال 31: اگر 

حل: طبق نکته 44 داریم: 

A.adj(A) I | A | , | A | A.adj(A)
   
   = = → = =   
      

1 0 0 9 0 0
9 9 0 1 0 0 9 0

0 0 1 0 0 9

پس مجموع عناصر ماتریس 27 است. 

det(adj(adj(A))) چقدر است؟  A باشد ، حاصل 
 
 =  
 − 

2 1 2
3 1 0
1 2 1

* مثال 32: اگر 

حل: طبق نکته 40 داریم: 
| A | ( ) ( )= − + − − + = →2 12 3 2 11 دترمینان (n )( ) −= =

21 411 11

A ، وارون A را به‌دست آورید. A I− − =300 4003 4 5 0 * مثال 33: از رابطه 
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حل:

A A I A A I A( A A ) I ,

AA I A A A− −

− = ⇒ − = ⇒ − =

= ⇒ = −

300 400 300 400 299 399

1 1 299 399

3 4 3 43 4 5
5 5 5 5

3 4
5 5

det را به‏دست آورید.  A A صدق می‏کند ، حاصل  A−− =2 12 0 3× و وارون‏پذیر باشد که در رابطه  3 A یک ماتریس  * مثال 34: اگر 
حل:

AA A A AA A I A I | A | ( ) | I | | A |×− −− = → − = → = → = → = = × = → =2 1 3 1 3 3 3 31 1 1 1 12 0 2 0 2 1
2 2 8 8 2

( باشد ، داریم: ija−1یعنی( A ام در معکوس j ام ستون i 46: اگر هدف محاسبه عنصر سطر 
 ija Nji

A
− =1 1

A  کدام است؟
− 

 =  
  

2 1 1
0 2 1
1 1 2

*  مثال 35: عنصر سطر دوم ستون سوم در معکوس ماتریس

 −2
9

)4 	 2
9

)3 	 −1
9

)2 	 1
9

 )1

حل: گزینه 4 صحیح است.

 
A , N ( ) a N

A
+ −−

= = − = − ⇒ = = −3 2 1
32 23 32

2 1 1 29 1 2
0 1 9

 مقادیر ویژه و بردارهای ویژه
λ را مقــدار ویــژه و X را بــردار ویــژه متناظــر بــا آن  AX ، آنــگاه  X= λ λ را طــوری تعییــن کــرد کــه  n اگــر بتــوان  n× در ماتریــس مربعــی 

λ یــک عــدد اســت. مقــدار ویــژه می‌نامنــد. X یــک بــردار n×1 و 

AX به صورت زیر است: X= λ a را در نظر بگیرید. تشکیل  b
A

c d
 

=  
 

ماتریس 

ax bx x (a )x xx xa b
x xc d cx dx x cx (d )x

+ = λ − λ + =     
= λ ⇒ ⇒      + = λ + − λ =       

1 2 1 1 21 1

2 2 1 2 2 1 2

0
0

x است. اگر معادلات در شکل ماتریسی نوشته شوند ، خواهیم داشت: x= =1 2 این معادلات دارای جواب بدیهی 0
xa b

(A I)X
xc d

− λ     
= ⇒ −λ =    − λ    

1

2

0
0

0
λ را  x نخواهد بود. این مقدارهای  x= =1 2 det(A می‌شود و دستگاه دیگر دارای جواب بدیهی 0 I)− λ = 0 λ وجود دارد که  مقادیری برای 

مقادیر ویژه می‌نامند.

det(A حل شود. I)− λ = 0  47: برای محاسبه مقادیر ویژه ماتریس A باید معادله 
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 48: ماتریس مربعی مرتبه n دارای n مقدار ویژه است که لزوماً متمایز نیستند.

 

a) به‌دست می‌آیند. d) ad bcλ − + λ + − =2 0  مقادیر ویژه از حل معادله 
a b

A
c d
 

=  
 

 49: در ماتریس مربعی 

A) حل شود. I)X− λ = 0 λ باید معادله  (X) متناظر با مقدار ویژه   50: برای محاسبه بردار ویژه 

)MBA )کارشناسی ارشد – سراسری 	موازی کدام بردار است؟ 
− 

 
 
  

1 0 1
1 2 1
2 2 3

*  مثال 36: امتداد ویژه نظیر کوچکترین مقدار ویژه ماتریس

 ( , , )110 )4 	 ( , , )−1 10 )3 	 ( , , )−01 1 )2 	 ( , , )−101 )1
حل: گزینه 3 صحیح است.

 

A I ( )
− λ −

− λ − λ
− λ = − λ = ⇒ −λ − =

− λ
− λ

1 0 1
2 1 1 2

1 2 1 0 1 0
2 3 2 2

2 2 3

 ( )( )( ) , ,⇒ −λ −λ − λ = → λ =1 2 3 0 1 2 3
λ را می‌یابیم. حال بردار ویژه متناظر با 1=

 

x
v y

z

x
z

(A I)(V) y
x y z

z

 
 = 
 
 

−       
=       − = → ⇒         + + =              

0 0 0 1 0
0

0 1 1 1 0
0

0 2 2 2 0

x می‌باشد گزینه 3 است. y,z= − = x و تنها گزینه‌ای که در آن 0 y= − x ، یعنی  y+ = پس 0

A) برابر است. )′  51: مقادیر ویژه ماتریس A با مقادیر ویژه ماتریس ترانهاده 

mA است. mλ یک مقدار ویژه ماتریس  λ یک مقدار ویژه ماتریس A باشد ، آنگاه   52: اگر 

nA است. nλ یک مقدار ویژه ماتریس  λ یک مقدار ویژه ماتریس A باشد ، آنگاه   53:  اگر 

A−1 است.  یک مقدار ویژه ماتریس 
λ
1 λ یک مقدار ویژه ماتریس A باشد ، آنگاه   54:  اگر 

 55:  مقادیر ویژه هر ماتریس قطری، بالامثلثی و پایین مثلثی درایه‌های موجود روی قطر اصلی است.
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 56:  مقادیر ویژه‌های دو ماتریس AB و BA یکسان بوده اما بردارهای ویژه آنها متفاوت است.

 57:  بردارهای ویژه یک ماتریس متقارن بر هم عمود هستند.

f است. ( )λ f برابر  (A) f یک چندجمله‌ای در نظر گرفته شود ، مقدار ویژه  (x) λ مقدار ویژه ماتریس A باشد و   58: اگر 

A را به دست آورید.  
=  − 

4 1
2 1

*  مثال 37: مقادیر ویژه و بردارهای ویژه ماتریس 

det(A I) ,
− λ

− λ = ⇒ = ⇒ λ − λ + = ⇒ λ = λ =
− − λ

24 1
0 0 5 6 0 2 3

2 1

λ = 2 بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه 
x

(A I)X (A I)X x x
x
    

− λ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ + =    − −    
1

1 2
2

2 1 0
0 2 0 2 0

2 1 0

. x { }∈ −1 0 x و 
X

x
 

=  − 
1

12
x1 را به عنوان پایه انتخاب کنیم داریم  اگر 

λ = 3 بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه 

x
(A I)X (A I)X x x

x
    

− λ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ + =    − −    
1

1 2
2

1 1 0
0 3 0 0

2 2 0

x { }∈ −1 0 x و 
X

x
 

=  − 
1

1
x1 را به عنوان پایه انتخاب کنیم داریم  اگر 

A کدام است؟ A I− −3 2 7 λ یک مقدار ویژه ماتریس A باشد، آنگاه یک مقدار ویژه ماتریس  = 3 * مثال 38: اگر 

f (x) x x= − − ⇒3 2 7 ) مقدار ویژه  ) ( )= − − = − − =3 23 3 7 27 9 7 11

A است؟ A I− +23 5 4 * مثال 39: اگر یک مقدار ویژه ماتریس A برابر 2 باشد، کدام‌یک از موارد زیر یک مقدار ویژه ماتریس 
1 )4 	-2 )3 	4 )2 	6 )1

حل: گزینه 1 صحیح است.

f (x) x x f ( )= − + ⇒ = − + =23 5 4 2 12 10 4 6

)trace( اثر ماتریس

( ) ii
i

tr A a=∑  			   ، مجموع عناصر روی قطر اصلی ماتریس A است، یعنی: ( )tr A  ،A اثر ماتریس
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 59: اثر ماتریس برابر مجموع مقادیر ویژه ماتریس A نیز است. به عبارت دیگر داریم:
( ) ii j

i j
tr A a= = λ∑ ∑

a11 λ3 است. همچنین عناصر قطر اصلی آن  λ2 و   ،λ1 3× باشد. این ماتریس دارای سه مقدار ویژه  3 به طور مثال فرض کنید A یک ماتریس 
. a a aλ + λ + λ = + +1 2 3 11 22 33 a33 هستند. طبق این نکته باید  a22 و   ،

j
j

.det(A) = λ∏  60: رابطه دترمینان ماتریس و مقادیر ویژه: دترمینان یک ماتریس با حاصلضرب مقادیر ویژه آن ماتریس برابر است؛ یعنی
det(A) = λ λ λ1 2 3 3× باشند آنگاه:  3 λ3 مقادیر ویژه یک ماتریس  λ2 و   ،λ1 برای مثال اگر 

3× رابطه زیر برقرار است: 3  61: برای ماتریس 
(trA) (tr(A )) − = λ λ + λ λ + λ λ 

2 2
1 2 1 3 2 3

1
2

 62: اگر حداقل یکی از مقادیر ویژه ماتریسی صفر باشد، چون دترمینان، حاصلضرب مقادیر ویژه است، دترمینان نیز صفر شده و ماتریس 
معکوس‌پذیر نخواهد بود.

 63: اگر A و B دو ماتریس مربعی و هم مرتبه باشند همواره داریم:
det(AB) det(BA) , tr(AB) tr(BA)= =

(trA) برابر چه مقداری است؟ (trA )−2 2 3× معکوس‌پذیر با مقادیر ویژه 2، 3 و 4 باشد ، در این صورت  3 * مثال 40: اگر A ماتریسی 

(trA) (trA ) ( )− = × + × + × =2 2 2 4 3 4 2 3 2 52

tr(A.adjA) کدام است؟  A باشد، 
− 

 =  
  

1 1 2
2 1 3
1 2 1

* مثال 41: اگر 

A.adjA پس: A I= حل: می‌دانیم 

det A ( ) ( ) A.adjA tr(A.adjA)
 
 = − + − − + + = ⇒ = ⇒ = 
  

0 0 0
1 3 8 2 6 2 0 0 0 0 0

0 0 0

tr(AA را به‌دست آورید. )′  باشد ، 

...

...
A

n n ... n

 
 
 =
 
 
 

1 1 1
2 2 2
   

* مثال 42: اگر 
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′A جای سطر و ستون A عوض شده است ، مولفه واقع در قطر  ′AA را به‌دست آوریم. چون در  حل: در واقع باید مجموع درایه‌های قطر اصلی 

(A A )
   
   ′= ⇒ =   
      

1 1 1 1 2 3
2 2 2 1 2 3
3 3 3 1 2 3

′A با مولفه واقع در قطر اصلی A برابر است.  اصلی

 (i,i,...).(i,i,...) ni= 2 ′A ضرب کنیم ، پس حاصل برابر  ام ماتریس′AA باید سطر iام A را درستون iام (i,i) برای به‌دست آوردن درایه 
است؛ بنابراین:

n n

i i

n(n )( n ) n (n )( n )tr(AA ) ni n i n
= =

+ + + +′ = = = × =∑ ∑
2

2 2

1 1

1 2 1 1 2 1
6 6

. tr(AB) tr(BA)= AB و  BA=  64:  اگر A و B دو ماتریس مربعی و هم مرتبه باشند ، همواره داریم 

AB باشد، دراین صورت BA کدام است؟  
=  − 

6 5
5 4

* مثال 43: اگر 

 
 
 

8 7
3 3

 )4 	 
 − 

4 5
6 5

 )3 	 
 − 

2 11
3 8

 )2 	 − 
 
 

7 1
7 6

 )1

حل: گزینه 2 صحیح است.
tr(AB) و تنها گزینه 2 هر دو این ویژگی را دارد. AB و 10= = 49 داریم 

استقلال خطی
m آنگاه بردارهای  mc u c u ... c u+ + + =1 1 2 2 nR باشند و ترکیب خطی آن‌ها برابر صفر باشد ؛ یعنی 0 mu بردارهایی دلخواه در  ,u ,...,u1 2 اگر 
 0 ها صفر نباشد بردارهای مذکور وابسته خطی هستند. اگر بردار  ic mc و اگر حداقل یکی از  c ... c= = = =1 2 مذکور مستقل خطی هستند اگر 0

در مجموعه‌ای از بردارها قرار گیرد، مجموعه حاصل وابسته خطی است.
همچنین می‌توان گفت شرط مستقل خطی بودن بردارها آن است که هیچ برداری را نتوان برحسب ترکیب خطی مابقی بردارها نوشت. به عبارت دیگر 

بردارها مستقل خطی هستند ، اگر و تنها اگر دترمینان ماتریس حاصل از قرار دادن بردارها در سطرها یا ستون‌های ماتریس برابر صفر نباشد.

A را به‌دست آورید.

 
 
 =
 
 
 

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

* مثال 44: مقادیر ویژه ماتریس 

λ یک مقدار ویژه است زیرا: = حل: 1−

( )A I A I det A I

 
 
 − λ = + = → −λ =
 
 
 

1 1 1 1
1 1 1 1

0
1 1 1 1
1 1 1 1

λ یک مقدار ویژه مکرر از مرتبه 3 است.  = λ وجود دارد ؛ یعنی 1− = A برابر یک است سه بردار ویژه مستقل متناظر با 1− I+ چون رتبه ماتریس 
= در نتیجه مقدار ویژه دیگر برابر 3 خواهد بود. − − − + λ40 1 1 1 itrA پس  = λ∑ از طرفی 

سطرهای مساوی
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)Rank( رتبه
تعریف: رتبه یک ماتریس برابر با تعداد سطرهای مستقل خطی )تعداد ستون‌های مستقل خطی( است.

m برابر مرتبه بزرگترین دترمینان مربعی غیرصفر است که می‌توان از ماتریس استخراج نمود. nA ×  65:  رتبه یک ماتریس 

T(A برابر است. ) ′A یا   66:  رتبه ماتریس A با رتبه ماتریس 

×3 3  67: روشی برای تعیین رتبه ماتریس 
تمام  اگر  باشد.  نبوده و می‌تواند 2  رتبه 3  صفر شود قطعاً  ×3 3 دترمینان  اگر  بود.  رتبه 3 خواهد   ، باشد  3× مخالف صفر  3 دترمینان  اگر 
2× وجود داشته  2 2× استخراج شده از ماتریس صفر باشند رتبه 2 نیز نبوده و رتبه 1 خواهد شد. اما اگر حداقل یک دترمینان  2 دترمینان‌های 

باشد که مخالف صفر شود رتبه ماتریس 2 می‌شود.

n مخالف صفر باشد رتبه ماتریس برابر n خواهد بود. n× n اگر دترمینان  nA ×  68:  برای ماتریس مربعی 

A را به‌دست آورید.

 
 − =
 
 
 

6 1 3 8
4 2 6 1
10 3 9 7
16 4 12 15

* مثال 45: رتبه ماتریس 

R4 به ترتیب سطرهای اول تا چهارم باشد  R3 و   ، R2  ، R1 حل: رتبه ماتریس می‌تواند 4 باشد ، یعنی اینکه هر 4 سطر مستقل خطی باشد. اگر 
R یعنی سطرهای سوم و چهارم مستقل خطی نیستند ، پس رتبه می‌تواند 2 باشد. سطرهای  R R= +4 1 22 R و  R R= +3 1 2 مشخص است که 

اول و دوم مستقل هستند چون ضریبی از یکدیگر نیستند؛ بنابراین رتبه ماتریس 2 خواهد بود.

 را به‌دست آورید. 
 
 
 
  

0 2 3
0 4 6
0 6 9

* مثال 46: رتبه ماتریس 

R بنابراین سطر دوم و سوم مستقل نبوده و رتبه ماتریس 1 است. البته به‌صورت زیر هم  R=3 13 R و  R=2 12 حل: رتبه می‌تواند 3 باشد اما 
می‌توان عمل کرد.

2× استخراج شده از ماتریس نیز  2 3× برابر صفر است بنابراین رتبه نمی‌تواند 3 باشد )می‌تواند 2 باشد.( از طرفی تمام دترمینان‌های  3 دترمینان 
صفر بوده بنابراین رتبه 1 است. 

با اعمال سطری مقدماتی )جابه‌جا کردن دو سطر، ضرب یک سطر در یک عدد مخالف صفر و افزودن ضریبی از یک سطر به سطر دیگر( می‌توان به 
ماتریسی دست یافت که رتبه آن با رتبه ماتریس اولیه برابر است.

. رتبه ماتریس A را به‌دست آورید. ij
i j

a
i j
≠

= − =

1
1

ijA و داشته باشیم  [a ]= 4× بوده و  4 * مثال 47: فرض کنید A یک ماتریس 

حل: با توجه به مساله ماتریس را به صورت زیر تشکیل داده و از روش گوس استفاده می‌کنیم.
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R R R , R R R
R R R

R R R R R R

A A

A A

− → − →
+ →

+ → + →

− −   
   − −   = → =
   − −
   −   

− −   
   − −   → = → =
   − −
   
   

2 3 2 3 4 3

1 4 4

2 4 4 3 4 42

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 2 2 0
1 1 1 1 0 0 2 2
1 1 1 1 0 2 2 0

1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 2 0 0 2 2 0
0 0 2 2 0 0 2 2
0 0 4 0 0 0 0 4

16− است. چون دترمینان مرتبه  چهار سطر مخالف صفر وجود دارد؛ بنابراین رتبه 4 است. توجه کنید ماتریس به وجود آمده بالامثلثی و دترمینان آن 
4 مخالف صفر است رتبه 4 خواهد بود.

A را به‌دست آورید.
 
 =  
  

1 2 3
4 5 6
7 8 9

* مثال 48: رتبه ماتریس 

R پس سطر سوم مستقل خطی نبوده و رتبه می‌تواند 2 باشد. چون سطر اول و دوم ضریبی از یکدیگر نیستند  R R= −3 2 12 حل: مشخص است که 
پس رتبه 2 است.

A را به‌دست آورید.

 
 
 =
 
 
 

2 3 4 5 1
1 2 3 4 5
3 5 7 9 6
4 7 10 13 11

* مثال 49: رتبه ماتریس 

R بنابراین سطرهای سوم و چهارم مستقل خطی نیستند و چون سطرهای 1 و 2 ضریبی  R R= +4 2 3 R و  R R= +3 1 2 حل: مشخص است که 
از یکدیگر نیستند از هم مستقل بوده و رتبه ماتریس 2 می‌شود.
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