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 مقدمه ناشر           

 نام خداه ب
 

ایمان داریم که هر تغییر و تحول بزرگی در مسیر زندگی بدون تحول معرفت و نگرش میسر نخواهد بود. پس بیایید با اندیشه 

ر توسعه دنیای فکریمان برای نیل به آرامش و آسایش توأمان اولین گام را برداریم. چون همگی توکل، تفکر، تلاش و تحمل د

 آورد.  یقین داریم دانایی، توانایی می

 

 

 شاد باشید و دلی را شاد کنید

 برادران سیاری



 

 

 4 خطی ریزی عبرنامهفصل اول /

 مولفمقدمه 
رود، نکات و مفاهیم جدیدی بر آن  میدامنه بحث تحقیق در عملیات آنچنان گسترده شده که هرچه زمان بیشتر پیش 

موسسه آموزش عالی آزاد ماهان که در اختیار شما عزیزان قرار  ریکتدهای مرجع آمادگی کنکور  شود. سری کتاب افزوده می

ات و باشد که تمامی نک های معتبر کشور می التحصیلان برتر دانشگاه گیرد حاصل تلاش گروهی از اساتید برجسته و فارغ می

 اند. آوری کرده مفاهیم را در این کتاب جمع

آید و با توجه  ساز به حساب می مدیریت به عنوان یکی از دروس استراتژیک و رتبه کتریددرس پژوهش عملیاتی در کنکور 

گذاری کنند و  هباشد دانشجویانی که بتوانند روی این درس سرمای به اینکه درصد میانگین کشوری این درس بسیار پایین می

 اند. درصد قابل توجهی از این درس را در کنکور کسب کنند نیمی از راه قبولی در کنکور ارشد را گذرانده

درس تحقیق در عملیات با توجه به اینکه حالت مفهومی ـ تحلیلی ـ محاسباتی دارد، باید به صورتی آموزش داده شود که 

گردد خارج شود. در این کتاب  حالت مبهمی که هنگام مطالعه برایش ایجاد میدانشجو به موضوع اصلی درس پی برده و از 

سعی بر آن شده است که تمامی مطالب و نکات اصلی کنکور به صورت خودآموز و نحوه نگارش آن به صورت ساده روان بیان 

 گردد که تمامی دانشجویان )مدیریتی و غیرمدیریتی( هیچ مشکلی در مطالعه نداشته باشند.

به  کامل توقع و پرهیزگاری ورزی بی ریا همراه با عشق ارائه موثرترین خدمت بیها  در میان تمام فعالیت

 تواند نصیب هر فردی بشود. ترین کار است. افتخار چنین خدمتی می مهم نیازمندترین افراد

 

 هامعدنچیمسعود 
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 فهرست مطالب

 

 5 --------------------------------------------------- ریزی خطیبرنامه –فصل اول 

 38 ----------------------------------------- های متغیرهای حددارتکنیک –فصل دوم 

 67 -------------------------------------------- ریزی کنترل خطی برنامه –فصل سوم 

 93 ------------------------------------- مسائل بزرگ مقیاس چندبخشی –فصل چهارم 

 159 --------------------------------------------------- ریزی پویابرنامه –فصل پنجم 

 232 --------------------------------------------- گیری چندهدفهتصمیم –فصل ششم 

 289 ------------------------------------------------- ریزی استواربرنامه –فصل هفتم 

 308 --------------------------------------- های حل غیرسیمپلکسیروش –فصل هشتم 

 334 ------------------------------------ 1400سوالات و پاسخ تشریحی کنکور سراسری 
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 لفصل او

 ریزی خطیبرنامه

 1ریزی خطی برنامه
شد منابع موجود در سازمان ماننـد  با ریزی خطی یک تکنیک ریاضی در جهت بهترین استفاده از منابع محدود سازمان می برنامه

ریـزی خطـی    باشـند توسـت تکنیـک برنامـه     محدود مـی  هآلات، فضا و غیر واد اوّلیه، نیروی کار، سرمایه، زمان، ظرفیّت ماشینم

های مختلف تخصیص داد که راه حل بهینه مثلاً حداکثر سود یا حداقل هزینه حاصـل   توان منابع محدود را طوری به فعالیّت می

 .شود

ریـزی خطـی    باشـد. شـکل کلـی یـک مـدل برنامـه       می 3و تعدادی محدودیّت 2خطی دارای یک تابع هدفریزی  هر مدل برنامه

 صورت زیر است: به

n nMin)Z c x c x c x  1 1 2  Max)یا  2

)b nیایا1 nSubject to : a x a x a x (  11 1 12 2 1 

)b nیایا2 na x a x a x (  21 1 22 2 2 

 
m)bیایاm m mn na x a x a x (  1 1 2 2 

nx ,x , , x 1 2 0 

 شود: صورت زیر نوشته می که به اختصار به
n

j j

j

Min)Z c x



1

 Max)یا

i)b i , , ,m 1 ijیایا2 js.t : a x ( 

jx j , , ,n 0 1 2 

صورت حداکثر کردن و یا حداقل کردن باشد. اگـر هـدف    تواند به دهد و می گویند که هدف را نشان می را تابع هدف می Zتابع 

 شود. نوشته می MinZد و اگر هدف حداقل کردن باش MaxZحداکثر کردن باشد 

محــدودیّت اوّل را  mدهنــد. تعــداد  هــا هســتند کـه منــابع، امکانــات، شــرایت و نیازهــا را نشـان مــی   توابـع دیگــر محــدودیّت 

)صـورت   تواننـد بـه   نامنـد کـه مـی    های کارکردی مـی  محدودیّت )  یـا ( )   و یـا( )   هـای   باشـند. محـدودیّتjx 0  راا

                                                 
1  Linear Programming (LP) 
2 Objective Function 
3  Constraint 
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گویند. البته در بعضی از مسائل ممکن است متغیّر یا متغیّرهایی بتوانند مقادیر منفی نیز داشته باشـند   های منفی می محدودیّت

 کنیم. که در این صورت به جای آنها از تفاضل دو متغیّر نامنفی استفاده مییعنی آزاد در علامت باشند 

 jx ،ها را متغیّرهای تصمیمjc ،هاib ها وija نامند )اندیس  را پارامترهای مدل میi  نشان دهنده شماره محدودیّت و اندیس

j .)نشان دهنده شماره متغیّر تصمیم است 

jcدهند. ها را نشان می ها( معمولاً سود یا زیان یک واحد از فعالیّت ها )اعداد سمت راست محدودیّت 

ibهـا( نشـان دهنـده منـابع، امکانـات و نیازهـا هسـتند ماننـد میـزان مـواد اولّیـه، ظرفیـّت              ها )اعداد سمت راست محدودیّت

 آلات و غیره. ماشین

ijaع شوند نشان دهنده مقادیری از منب ها( که ضرایب فنی یا تکنولوژی نامیده می ها )ضرایب متغیّرها در محدودیّتi   هسـتند

 لازم است. jکه برای هر واحد از فعالیّت 

 ریزی خطی ل برنامهحل مسائ
و یا روش سیمپلکس حل نمود. روش ترسیمی فقـت در حـل مسـایل دو     1توان با روش ترسیمی ریزی خطی را می مسایل برنامه

 شود. تا هستند از روش سیمپلکس استفاده می 2ر حل مسایل واقعی که تعداد متغیّرها بیشتر از متغیّره کاربرد دارد. لذا د

ریزی خطی وجود دارنـد کـه    افزارهای بسیاری برای حل مسایل برنامه  پذیر است. نرم باید گفت حل مسایل بزرگ با دست امکان

 :2تعدادی از آنها به قرار زیر هستند
WinQSB , LINDO , LINGO , GINO , GAMS , TORA , STORM , DS , MS , ABQM , Micro 

Computer , LINPROG 

 در فصل آخر کتاب شرح داده شده است. LINGOو  WinQSBافزارهای  نحوه استفاده از نرم

 روش سیمپلکس
ریزی خطی با هر  توان مسایل برنامه ارائه گردید. به وسیله این روش می 3توست جورج دانتزیگ 1947روش سیمپلکس در سال 

 تعداد متغیّر را حل نمود.

 های لازم در روش سیمپلکس به قرار زیر هستند: گام

 استاندارد کردن مسأله -1گام 

 تشکیل اوّلین جدول -2گام 

 تکرار جدول تا زمانیکه جدول نهایی حاصل شود. -3گام 

 شوند: ها در ادامه شرح داده می این گام 

 استاندارد کردن مسأله -1گام 

 برای استاندارد کردن مسأله چنانچه:

 باشد به سمت چپ آن یک متغیّر کمی اضافه کنید. صورت  محدودیّت به -1

 باشد از سمت چپ آن یک متغیّر کمی کم کرده و یک متغیّر مصنوعی اضافه نمایید. صورت  محدودیّت به -2

 باشد به سمت چپ آن یک متغیّر مصنوعی اضافه نمایید. صورت  یّت بهمحدود -3

                                                 
 [ مراجعه کنید.8توانید به ] برای مطالعه روش ترسیمی می  1
 [ مراجعه کنید.8توانید به ] می TORAو  LINDOافزارهای  برای آشنایی با نرم  2

3  George Dantzig 
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 :1شود نشان داده می Aو متغیّر مصنوعی با  Sمتغیّر کمکی با 

 محدودیّت  شکل استاندارد محدودیّت

x x S  1 2 12 5 60  x x 1 22 5 60 

x x S A   1 2 2 24 10  x x 1 24 10 

x x A  1 2 33 2 30  x x 1 23 2 30 

 بریم: ه در تابع هدف، متغیّرها را به طرف چپ میموقع استاندارد کردن مسأل

 تابع محدودیت  شکل استاندارد تابع هدف

MaxZ x x  1 26 5 0  MaxZ x x 1 26 5 

 

 تشکیل اوّلین جدول -2گام 

باشد. برای تشـکیل اوّلـین جـدول     می مختصاتمبدأ  ی است که نشان دهنده 2ای موجه اوّلین جدول سیمپلکس یک جواب پایه

هـا را وارد نماییـد. اگـر تمـام      سیمپلکس کلیه متغیّرها را در بالای جدول بنویسید. در زیر آنها تابع هـدف و سـپس محـدودیّت   

 باشند اوّلین جدول به قرار زیر خواهد بود. صورت  ها به محدودیّت

RHS mS S2 S1 nx x2 x1 پایه 

     Z 
 S1   1محدودیّت   

 S2   2محدودیّت   

      
 m   mSمحدودیّت   

 

شوند. تعداد متغیّرهای پایه به تعداد  شوند متغیّرهای پایه یا اساسی نامیده می نوشته می Zمتغیّرهایی که در ستون پایه بعد از 

باشد. باید توجّـه شـود کـه در تمـام      های مسأله است و مقدار آنها مساوی عدد مقابل خود در سمت راست جدول می ودیّتمحد

و رد  1های سیمپلکس ستون مربوط به متغیّرهای پایه، بردار یکه باشد ینی ضریب یک متغیّر پایه در سطر خود مسـاوی   جدول

 سطرهای دیگر مساوی صفر باشد.

 شوند متغیّرهای غیر پایه نام دارند و مقدار آنها مساوی صفر است. در ستون پایه نوشته نمی متغیّرهایی که

 تکرار جدول -3گام 

برای تکرار جدول باید متغیّر ورودی و متغیّر خروجی تعیین شده و در جدول بعـدی متغیّـر ورودی بـه جـای متغیّـر خروجـی       

 ی انجام گیرد که جدول بهینه حاصل شود.نوشته شود. تکرار جدول در یک مسأله باید به قدر

 شرایط جدول بهینه

 دهد باید دارای دو شرط زیر باشد: جدولی که جواب بهینه را نشان می

 شرط بهینه بودن -1

 شرط موجه بودن -2

                                                 
 اند. نشان داده Rبعضی از مؤلفین متغیرّ مصنوعی را با   1
 باشد. ای است که در داخل منطقه موجه می ای موجه، جواب گوشه از و منظور از جواب پایه ای، جواب گوشه منظور از جواب پایه  2

 استفاده نمود. RHS (Right hand side)توان از  * به جای نوشتن اعداد سمت راست در قسمت بالای سمت راست جدول می
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jیعنی  Zشرط بهینه بودن این است که تمام اعداد سطر  j(Z C ) در یک مسأله هاMax  صفر یا مثبت و در یک مسـأله ،

Min .صفر یا منفی باشند 

Bشرط موجه بودن این است که اعداد سمت راست جدول یعنی  b1 باشند: تصفر یا مثب 

 شرایت جدول بهینه Maxمسایل  Minمسایل 

i j(Z C ) 0 j j(Z C ) 0 شرط بهینه بودن 

B b 1 0 B b 1  شرط موجه بودن 0

 Minو  Maxشرایط جدول بهینه در مسایل 

رود کـه دارای شـرط موجـه بـودن باشـند. در تمـام        در حل مسائلی بـه کـار مـی    روش سیمپلکس معمولی )سیمپلکس اوّلیه(،

 :1توجّه کنید 1شود. به مثال  مت راست آن منفی نمیماند یعنی اعداد س موجه باقی می تکرارهای  این روش جدول

 1مثال: 

MaxZ x x 1 28 5 

s.t : x x 1 22 20 

x x 1 23 40 

x , x 1 2 0 

 نویسیم. صورت مساوی می ، آنها را بهS2و  S1هستند با استفاده از متغیّرهای کمی  صورت  ها به چون محدودیّت

MaxZ x x  1 28 5 0 

s.t : x x S  1 2 12 20 

x x S  1 2 23 40 

x ,x ,S ,S 1 2 1 2 0 

 اوّلین جدول سیمپلکس به قرار زیر است:

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

  Z -8 -5 0 0 0 سطرهانسبت 

 20 2 10 20 0 1 1 2 S1  1جدول 

 40 1 40 40 1 0 3 1 S2  

ول بهینه نیست و باید تکرار گـردد. بـرای تکـرار جـدول بایـد متغیّـر ورودی و       عدد منفی وجود دارد این جد Zچون در سطر 

 خروجی تعیین شود.

 تعیین متغیّر ورودی

را  x1این مسـأله  دهد. در  ن میمتغیّر ورودی را نشا Zترین عدد سطر  مثبت Minترین و در مسایل  منفی Maxدر مسائل 

 نامند. را ستون ورودی و یا ستون لولا می x1کنیم. ستون  به عنوان متغیّر ورودی انتخاب می

 تعیین متغیّر خروجی

است جدول را بـر اعـداد مثبـت سـتون ورودی     در روش سیمپلکس اوّلیه عدد لولا حتماً باید مثبت باشد. بنابراین اعداد سمت ر

و  10. در ایـن مسـأله نسـبت سـطر اوّل     2کنـیم  ترین نسبت را برای تعیین متغیّر خروجی انتخاب می کنیم و کوچک تقسیم می

را به عنوان متغیّر خروجـی   S1را به عنوان سطر خروجی و متغیّر  S1است بنابراینن سطر اوّل یعنی سطر  40نسبت سطر دوم 

                                                 
 ( حل شده است.6)مثال  LINGOافزار  ( و هم با استفاده از نرم1)مثال  winQSBافزار  استفاده از نرماین مثال در فصل آخر کتاب، هم با  1
ترین نسبت سطرها در تعیین متغیّر خروجی بهخ این علتّ است که در جدول بعدی اعداد سـمت راسـت جـدول منفـی نشـود )جـدول        انتخاب کوچک  2

 موجه باقی بماند(.
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که در تقاطع ستون لولا و سـطر لـولا اسـت عـدد لـولا نامیـده        2نامند. عدد  کنیم. سطر خروجی را سطر لولا نیز می انتخاب می

 شود.   می

 انجام تکرار

بایـد  نویسـیم. ایـن جـدول     را مـی  x1کنیم و به جای آن متغیّر ورودی  ُْ را از پایه خارج میS1در جدول بعدی متغیّر رخروجی 

به بردار یکه تبدیل شود. یعنی عدد لولا به یک و بقیه اعداد سـتون لـولا بـه صـفر      x1طوری نوشته شود که ستون متغیّر پایه 

 تبدیل شوند.

شـود بنـابراین بـرای نوشـتن سـطر لـولای        1نویسیم که عدد لولا مساوی  طر لولای جدید را طوری میدر جدول جدید ابتدا س

 کنیم: جدید تمام اعداد سطر لولای قدیم را تقسیم بر عدد لولا می

 سطر لولای جدید 

 دست آید: کنیم تا سطر لولای جدید به می 2است تمام اعداد سطر لولا را تقسیم بر  2عدد لولا  1چون در جدول 

[ ]
1 1

1 0 10
2 2

 (x1سطر لولای جدید )سطر  

 شوند: سطرهای دیگر با استفاده از فرمول زیر نوشته می

 سطر قدیم + )سطر لولای جدیید( )قرینه ضریب ستون لولا( = سطر جدید

 شود که در ستون لولا قرار دارد. ددی گفته میضریب ستون لولا در هر سطر به ع

دست آوردن هر سطر جدید، سطر قدیم آن را در بالا و سطر لولای جدید را در زیـر آن   توانیم برای به با توجّه به فرمول فوق می

یین )سـطر لـولای   بنویسیم سپس قرینه عددی را که در بالای عدد لولا قرار دارد )یعنی قرینه ضریب ستون لولا را( در سطر پـا 

 جدید( ضرب کنیم و به سطر بالا )سطر قدیم( اضافه نماییم.

)قرینه عددی که در بالای عدد لولا قرار دارد( ضـرب   8جدید، سطر لولای جدید را در  Zبرای محاسبه سطر جدید:  Zسطر 

 نماییم: میقدیم اضافه  Zنموده و به سطر 

 

 قدیم + Zسطر  -8 -5 0 0 0

10 0 1
2

 
1
2

 
 (8× )سطر لولای جدید  1

 جدید Zسطر  0 -1 4 0 80

 

 نماییم: قدیم اضافه می Z( ضرب و به سطر -1جدید، سطر لولای جدید را در ) S2برای محاسبه سطر جدید:  S2سطر 

 قدیم + S2سطر  1 3 0 1 40

10 0 1
2

 
1
2

 
 (-1× )سطر لولای جدید  1

30 1 1
2

 
5
2

 
 جدید S2سطر  0

 

 سطر لولای قدیم

 عدد لولا
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 باشد: ( به قرار زیر می1)یا تکرار  2بنابراین جدول 

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

  Z 0 -1 4 0 80 نسبت سطرها

 
1

10 20
2

 
10 0 1

2
 

1
2

 
1 x1  2جدول 

 
5

30 12
2

 
30 1 


1
2

 
5
2

 
0 S2  

 

را به عنـوان متغیّـر    S2را به عنوان متغیّر ورودی و  x2عدد منفی وجود دارد. بنابراین  Zبهینه نیست زیرا در سطر  2جدول 

کنیم چون عدد لولا  خروجی انتخاب می
5
2

است تمام اعداد سطر لولا را تقسیم بر  
5
2

دسـت   کنیم تا سطر لولای جدیـد بـه   می 

 آید:  

[ ] 
1 2

0 1 12
5 5

 (x2سطر لولای جدید )سطر  

 شوند: صورت زیر محاسبه می نیز به x1و  Zسطر 
 

 قدیم + Zسطر  0 -1 4 0 80

12 2
5

 
1
5

 
 (-1× )سطر لولای جدید  0 1

92 2
5

 
19
5

 
 جدید Zسطر  0 0

 

10 0 1
2

 
1
2

 
 قدیم + x1سطر  1

12 2
5

 
1
5

 
1 0 

)× سطر لولای جدید 
1
2

) 

4 1
5

 
3
5

 
 جدید x1سطر  1 0

 

 به قرار زیر است: 3بنابراین جدول 

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 92 2
5

 
19
5

 
0 0 Z  

 

 جدول نهایی

4 1
5

 
3
5

 
0 1 x1  3جدول 

12 2
5

 
1
5

 
1 0 x2  
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 عدد منفی وجود ندارد. جواب بهینه مسأله به قرار زیر است:آن  Zجدول نهایی است زیرا در سطر 3جدول 
* * * * *x , x , S , S , Z    1 2 1 24 12 0 0 92 

 )حداقل کردن( هستند Minصورت حل مسائلی که به
 در دو مورد زیر با هم متفاوت هستند: Minو  Maxحل مسائل 

، Minصفر یا مثبت باشند ولی در مسـائل   Zآید که کلیه ضرایب سطر  دست می ، زمانی جواب بهینه بهMaxدر مسائل  -1

 صفر یا منفی باشند. Zکلیه ضرایب سطر آید که  دست می زمانی جواب بهینه به

در صـورتیکه در مسـائل   شـود   برای انتخاب متغیّر ورودی در نظر گرفته مـی  Zترین ضریب سطر  ، منفیMaxدر مسائل  -2

Minترین ضریب سطر  ، مثبتZ .نشان دهنده متغیّر ورودی است 

 یکسان است. Minو  Maxتعیین متغیّر خروجی و تکرار جدول در مسائل 

 2مثال: 

Min Z x x  1 23 5 0 

s.t : x x S  1 2 1 6 

x x S   1 2 2 4 

x x S  1 2 34 8 

x ,x ,S ,S ,S 1 2 1 2 3 0 

Min Z x x 1 23 5 

s.t : x x 1 2 6 

x x  1 2 4 

x x 1 24 8 

x , x 1 2 0 

 :حل 

  پایه S3 S2 S1 x2 x1 جواب  

  Z -3 5 0 0 0 0 ها نسبت 

  6 1 6 6 0 0 1 1 1 S1  

 سطر خروجی 4 1 4 4 0 1 0 1 1- S2 تکرار صفر 

  S3 4 -1 0 0 1 8 ــ 

  20- 0 5- 0 0 2 Z  

 سطر خروجی 2 2 1 2 0 1- 1 0 2 S1  1تکرار 

  x2 -1 1 0 1 0 4 ـــ 

  12 3 4 12 1 1 0 0 3 S3  

  22- 0 4- 1- 0 0 Z  

  1 0 

1
2

 
1
2

 
0 1 x1  

1 0 5 جدول نهایی 
2

 
1
2

 
1 0 x2  2تکرار 

  9 1 5
2

 
3
2

 
0 0 S3  

 

 تبدیل و حل نمود. Maxرا به  Min(، تابع هدف -، با ضرب کردن تابع هدف در )2توان در مثال  میتوجّه: 
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 هستند و یا  صورت  هایی به حل مسائلی که دارای محدودیتّ
شوند که مبدأ مختصات خارج از نقطه موجود قرار گیرد و نتوان از آن به عنوان یـک جـواب    باعث می و یا  های  محدودیّت

ای استفاده گردد  این گونه مسائل برای این که بتوان از مبدأ مختصات به عنوان اوّلین جواب پایهای موجه استفاده نمود. در  پایه

 شود: صورت زیر استفاده می از متغیّرهای مصنوعی )ساختگی( به

 محدودیّت  شکل استاندارد محدودیّت

x x S A   1 2 1 1 5  x x 1 2 5 

x x A  1 2 22 8  x x 1 22 8 

آید. لذا به منظور صفر شـدن   دست نمی تا زمانیکه مقدار تمام متغیّرهای مصنوعی صفر نگردند جواب موجه برای مسأله اصلی به

بـزرگ   Mدر ادامـه روش  شـود.   ای استفاده مـی  بزرگ یا دو مرحله Mمتغیّرهای مصنوعی، در حل این گونه مسائل از روش 

 شود. شرح داده می

 یا روش جریمه 1بزرگ M روش
یْرهـای مصـنوعی، جریمـه    توسعه یافته است. در این روش برای تضمین صفر شـدن متغ  2بزرگ توست چارنز و کوپر Mروش 

بـه سـمت راسـت تـابع      Minرا رد مسـائل   MAو  Maxرا در مسائل  MAبه آنها نسبت داده و  Mمعادل  3بزرگی

از سمت راست تابع هدف کسـر   Maxکه در مسائل  MA، باید عدد بسیار بزرگ Zبرای بهینه شدن کنیم.  هدف اضافه می

هـا صـفر   A، صـفر نیسـت حتمـاً    Mشود صفر گردد. بنابراین چـون   به سمت راست تابع هدف اضافه می Minو در مسائل 

 خواهند شد )البته در صورتیکه مسأله جواب موجه داشته باشد(.

ای و  دسـت آوردن اوّلـین جـواب پایـه     بـه یک حیله ریاضی بـرای   و یا  های  اضافه کردن متغیّرهای مصنوعی به محدودیّت

دسـت آوردن   و بـه  Aبه تابع هـدف، بـرای صـفر شـدن      Minدر مسائل  MAو  Maxدر مسائل  MAاضافه کردن 

، و  هـای   ، متغیّر کمکی و از محدودیّتهای  بزرگ از محدودیّت Mه در داخل منطقه موجه است. در روش جواب بهین

صـفر نیسـت یعنـی     Zها در سطر Aدر اوّلین جدول ضرایب ن نویسیم. چو متغیّر مصنوعی را رد ستون پایه اوّلین جدول می 

در مسـائل   Mکنیم و بعد از ضـرب کـردن بـه     را با هم جمع می Aباشد به منظور اصلاح جدول، سطرهای  جدول یکه نمی

Max  یا(M  در مسائلMin به سطر ،)Z کنیم. نماییم. سپس تا رسیدن به جدول نهایی آن را تکرار می اضافه می 

 3مثال: 

Min Z x x 1 22 4 

s.t : x x 1 22 8 

x x 1 2 5 

x x  1 23 3 

x , x 1 2 0 

 :حل 

Min Z x x MA MA Min Z x x MA MA         1 2 2 3 1 2 2 32 4 2 4 0 

x x S  1 2 12 8 

x x S A   1 2 2 5 

x x A   1 2 33 3 

x ,x S ,S ,A ,A 1 2 1 2 2 3 0 

                                                 
1
  Big M Method 

2  Charnes and Cooper 
3  M  .عدد بسیار بزرگ و مثبت استM .باید آن قدر بزرگ باشد که متغیرّ مصنوعی وارد پایه نشود 
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 نویسیم: را رد ستون پایه اوّلین جدول می A3و  A2های دوم و سوم به ترتیب  و از محدودیّت S1از اوّلین محدودیّت 

 پایه A3 A2 S2 S1 x2 x1 جواب

0 M M 0 0 4- 2- Z 
8 0 0 0 1 1 2 S1 

5 0 1 1- 0 1 1 A2 

3 1 0 0 0 1 3- A3 

 

بـه  کنیم. سپس تـا رسـیدن    اضافه می Zضرب و به سطر  Mرا با هم جمع، در  A3و  A2برای یکه شدن جدول، سطرهای 

 نماییم: جدول نهایی آن را تکرار می

  پایه A3 A2 S2 S1 x2 x1 جواب

M8 0 0 M 0 M2 4 M 2 2 Z  

8 0 0 0 1 1 2 S1 جدول یکه شده 

5 0 1 1- 0 1 1 A2 تکرار صفر 

3 1 0 0 0 1 3- A3  

M2 12 M 2 4 0 M 0 0 M4 14 Z  

5 1- 0 0 1 0 5 S1  

2 1- 1 1- 0 0 4 A2  1تکرار 

3 1 0 0 0 1 3- x2  

 

  پایه A3 A2 S2 S1 x2 x1 جواب 

 19 
M 

1
2

 M 
7
2

 
7
2

 
0 0 0 Z  

 

 جدول نهایی

5
2

 
1
4

 
5
4

 
5
4

 
1 0 0 S1  

1
2

 
1
4

 
1
4

 
1
4

 
0 0 1 x1  2تکرار 

 9
2

 
1
4

 
3
4

 
3
4

 
0 1 0 x2  

شود در جدول نهایی متغیّرهای مصنوعی در پایه نیستند یعنی مقـدار آنهـا صـفر اسـت بنـابراین مسـأله        طوریکه ملاحظه می به

 باشد: دارای جواب بهینه به قرار زیر می
*

* * * *x , x , S , S , Z    1 2 1 2
1 9 5

0 19
2 2 2
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 1روش سیمپلکس ثانویه
رود که شرط بهینه بـودن را دارنـد ولـی غیـر      معرفی شده است در حل مسائلی به کار می 2لین بار توست لیمکاین روش که اوّ

 باشند. در این روش: موجه می

 .3تبدیل نمایید ها را به  کلیه محدودیّت -1

 ول را بنویسید.ین جدکی به عنوان متغیّرهای پایه، اولبا استفاده از متغیّرهای کم -2

تـرین عـدد سـمت     ترین مقدار است به عنوان متغیّر خروجی انتخاب نمایید. به عبارت دیگر منفی متغیّری را که دارای منفی -3

 راست جدول را برای تعیین سطر خروجی در نظر بگیرید.

ترین قدر مطلق را برای تعیین متغیّـر ورودی انتخـاب    کوچک را بر اعداد منفی سطر خروجی تقسیم کنید و Zاعداد سطر  -4

 .5. در صورتیکه در سطر خرئجی عدد منفی نباشد مسأله بدون جواب موجه است4نمایید

مانند روش سیمپلکس اوّلیه در روش سیمپلکس ثانویه نیز هرگاه بیش از یک متغیّر ورودی یا متغیّـر خروجـی موجـود باشـند     

 لخواه انتخاب نمایید.یکی از آنها را به د

راسـت جـدول   تکرار جدول را که مانند روش سیمپلکس اوّلیه است آن قدر انجام دهید تا جدول موجه شود یعنی در سمت  -5

 عدد منفی موجود نباشد.

4مثال  : 

Min Z x x 1 24 7 

x x 1 2 6 

x x 1 22 3 12 

x , x 1 2 0 

هـا را بـه     توان آن را با استفاده از روش سیمپلکس ثانویه حل نمود. ابتدا محـدودیّت  مسأله شرط بهینه بودن را دارد بنابراین می

 کنیم: تبدیل می 

Min Z x x  1 24 7 0 

x x S    1 2 1 6 

x x S    1 2 22 3 12 

x ,x ,S ,S 1 2 1 2 0 

 

 

 

Min Z x x 1 24 7 

x x   1 2 6 

x x   1 22 3 12 

x , x 1 2 0 

 

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 7- 4- Z  

 

 سطر خروجی

6- 0 1 1- 1- s1  1جدول 

12- 1 0 3- 2- s2  

                                                 
1  Dual simplex Method 
2  Lemke 

 توان با دو نامعادله جایگزین نمود. وی را میهای مسا شوند تا نیازی به متغیرّ مصنوعی نباشد. محدودیتّ تبدیل می ها به  در این روش محدودیتّ  3

تـرین نسـبت را    کوچک Minترین و در مسائل  بزرگ Maxتوان گفت در مسائل  ترین عدد به صفر(، می ترین قدرمطلق )یا نزدیک به جای کوچک  4

 برای تعییر متغیرّ ورودی انتخاب نمایید.
 عدد لولا در این روش باید منفی باشد.  5
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 ـ  گیریم زیرا دارای منفی سطر دوم را به عنوان سطر خروجی در نظر می ر ورودی ترین عدد سمت راست است. برای تعیـین متغیّ

تـرین را انتخـاب    هـا کوچـک   کنـیم و از ایـن قـدر مطلـق جـواب      را بر اعداد منفی سطر خروجی تقسیم مـی  Zنیز اعداد سطر 

 نماییم:   می

x1  متغیّر ورودیx


  


1
4

2
2

 

x /


 


2
7

2 3
3

 

 به قرار زیر است:جدول بعدی 

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 24 2- 0 1- 0 Z  

 

 جدول نهایی

0 1
2

 
1 1

2
 

0 s1  2جدول 

6 1
2

 
0 3

2
 

1 x1  

 جواب بهینه:
* * * * *x , x , s , s , Z    1 2 1 26 0 0 0 24 

 باشد. مساوی صفر است مسأله دارای حالت بهینه تبهگن یا تبهگن دائم می S1چون در جدول نهایی مقدار متغیّر پایه 

 

 تفاوت روش سیمپلکس اولّیه و ثانویه
شـوند در صـورتیکه در روش سـیمپلکس     در روش سیمپلکس اوّلیه ابتدا متغیّر ورودی و سپس متغیّر خروجی انتخـاب مـی   -1

 گردند. تخاب میثانویه ابتدا متغیّر خروجی و سپس متغیّر ورودی ان

 در روش سیمپلکس اوّلیه عدد لولا حتماً مثبت است در صورتیکه در روش سیمپلکس ثانویه عدد لولا حتماً منفی است. -2

کنند ولـی روش سـیمپلکس اوّلیـه در هـر تکـرار یکـی از         هر دو روش سیمپلکس اوّلیه و ثانویه از مبدأ مختصات شروع می -3

 کند تا جواب موجه و بهینه حاصل شود. سی میهای موجه مجاور را برر گوشه

بدتر  Zشود در صورتیکه در هر تکرار روش سیمپلکس ثانویه، مقدار  بهتر می Zدر هر تکرار روش سیمپلکس اوّلیه، مقدار  -4

 تغییر نکند(. Zشود )مگر در حالت خاص تبهگن که ممکن است مقدار  می

 

 حل مسائل غیربهینه و غیرموجه
 های کارآی زیر حل نمود: توان با استفاده از روش مسائلی را که هم غیر بهینه و هم غیر موجه هستند می

 1روش محدودیّت مصنوعی -1

 روش سیمپلکس اوّلیه ـ ثانویه -2

 دارای مزایای زیر هستند: 2ای بزرگ و روش دو مرحله Mها نسبت به روش  این روش

 نیازی به اضافه کردن متغیّر مصنوعی ندارند. -1

 رسند. با تعداد تکرارهای کمتری به جواب بهینه می -2

                                                 
 گویند. به روش محدودیتّ مصنوعی که بر مبنای روش سیمپلکس ثانویه توسعه یافته است روش سیمپلکس ثانویه توسعه یافته نیز می  1
 [ مراجعه کنید.8توانید به ] ای می برای مطالعه روش دو مرحله  2
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 1روش محدودیّت مصنوعی
کنیم و سپس مسأله بهینه و  رج میدر این روش ابتدا با اضافه کردن یک محدودیّت مصنوعی، مسأله را از حالت غیر بهینگی خا

 کنیم: دست آمده را با استفاده از روش سیمپلکس ثانویه حل می غیر موجه به

 های لازم در روش محدودیّت مصنوعی به قرار زیر هستند: گام

 یل نمایید.تبد ها را به  و محدودیّت Maxتابع هدف را به  -1گام 

ترتیـب کـه   محـدودیّت جدیـدی بنویسـید. بـدین      2تغیّرهایی که ضریب آنها در تابع هدف مثبـت اسـت  با استفاده از م -2گام 

قرار دهید. این محدودیّت جدید که محدودیّت زائدی است محـدودیّت مصـنوعی    Mتر مساوی  مجموع این متغیّرها را کوچک

 شود. نامیده می

صورت مساوی بنویسید و اوّلین جدول سیمپلکس را تشکیل دهید. در ایـن   ها را به به وسیله متغیّرهای کمی محدودیّت -3گام 

است به عنوان متغیّر ورودی و سطر مربوط به محدودیّت مصنوعی را  Zترین ضریب در سطر  جدول متغیّری را که دارای منفی

 نوان سطر خروجی در نظر بگیرید و جدول را تکرار کنید.به ع

نویه تا رسیدن به جدول نهایی آن ذا با استفاده از روش سیمپلکس ثابعد از یک تکرار، جدول بهینه و غیر موجه است. ل -4گام 

ل نهایی دارای مقـداری مثبـت باشـد مسـأله دارای     )متغیّر کمکی محدودیّت مصنوعی( در جدو MSرا تکرار نمایید. اگر مقدار 

 جواب بهینه محدود است.

 5مثال: 

Max Z x x 1 26 4 

s.t. x x 1 2 10 

x x 1 22 4 

x , x 1 2 0 

 :( به -محدودیّت دوم مسأله را با ضرب کردن در )حل کنیم و چون ضـریب   تبدیل میx1  وx2     در تـابع هـدف مثبـت

xصورت  است با مجموع آنها محدودیّت مصنوعی را به x M 1  نماییم: به مسأله اضافه می 2

Max Z x x  1 26 4 0 

s.t : x x S  1 2 1 10 

x x S    1 2 22 4 

Mx x S M  1 2 

Mx ,x ,S ,S ,S 1 2 1 2 0 

 

 

 
 

Max Z x x 1 26 4 

s.t : x x 1 2 10 

x x   1 22 4 

xمحدودیّت مصنوعی  x M 1 2 

x , x 1 2 0 

 اوّلین جدول سیمپلکس به قرار زیر است:

 RHS MS S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 0 4- 6- Z  

 غیربهینه و S1 1 1 1 0 0 10 1جدول 

4- 0 1 0 1- 2- S2 غیرموجه 

 M 1 0 0 1 1 MS  

x1 سطر را به عنوان متغیّر ورو( دی و سطر محدودیّت مصنوعیMSرا به عنوان سطر خروجی در نظر می )    گیـریم و جـدول را

 کنیم: تکرار می

                                                 
1  Artifical Constraint 

 باعث غیر بهینه بودن این جدول هستند.این متغیّرها   2
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 RHS MS S2 S1 x2 x1 پایه  

 M6 6 0 0 2 0 Z  

M 2جدول  10 1- 0 1 0 0 S1 بهینه و 

M2 4 2 1 0 1 0 S2 غیرموجه 

 M 1 0 0 1 1 x1  

دست آمده بهینه و غیرموجه است لذا با استفاده از روش سیمپلکس ثانویه تـا رسـدین بـه جـدول موجـه آن را تکـرار        جدول به

 نماییم:   می

 RHS MS S2 S1 x2 x1 پایه  

 60 0 0 6 2 0 Z  

 3جدول 

 )جدول نهایی(
M10 1 0 1- 0 0 MS ینه وبه 

16 0 1 2 1 0 S2 موجه 

 10 0 0 1 1 1 x1  

 

 مثبت استا مسأله دارای جواب بهینه محدود به قرار زیر است: MSچون در جدول نهایی مقدار 

*       جواب بهینه:  * *x , x , Z  1 210 0 60 

 بعد از اضافه کردن محدودیّت مصنوعی به قرار زیر است. 5ل ترسیمی مثال ح

 
 5. حل ترسیمی مثال 1شکل 

 

متناظر بـا نقطـه    1دهند. جدول  تا جدول نهایی نشان می ها جهت حرکت را در روش محدودیّت مصنوعی از اوّلین جدول پیکان

O متناظر با نقطه  2یرموجه است. جدول یعنی یک جواب غیربهینه و غM    )یعنی یک جواب بهینه و غیرموجه )فـوق بهینـه

 متناظر با نقطه بهینه است. 3است. جدول 

 در جدول نهایی MSوضعیّت 

MS هایی داشته باشد:تواند در جدول ن یکی از دو وضعیّت را می 

 در جدول نهایی مثبت است. در این صورت مسأله دارای جواب بهینه محدود است. MSمقدار  -1

 ی نامحدود است. در جدول نهایی مساوی صفر است، در این صورت مسأله دارای جواب بهینه MSمقدار  -2

 روش محدودیّت مصنوعیهای خاص در  حالت
 حالت اوّل: بدون جواب موجه

اگر در سمت راست جدول عدد منفی باشد ولی رد سطر خروجی عدد منفی بـرای تعیـین متغیّـر ورودی نباشـد مسـأله بـدون       

 جواب موجه است.
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 مسأله زیر و جدول نهایی آن را در نظر بگیرید:: 6مثال 

RHS MS S2 S1 x2 x1 پایه 

10 0 9 4 0 0 Z 
M1 1 2- 1- 0 0 

MS 

5- 0 1 1 0 1 x1 

6 0 1 0 1 0 x2  

 

Max Z x x 1 24 5 

x x  1 2 11 

x 2 6 

x , x 1 2 0 

، عدد منفی برای تعیـین متغیّـر ورودی وجـود    x1ر سطر خروجی ست ولی تکرار آن ممکن نیست زیرا داین جدول غیرموجه ا

 ندارد. لذا مسأله بدون جواب موجه است.

 حالت دوم: جواب بهینه چندگانه

 جدول نهایی صفر باشد مسأله بیش از یک جواب بهینه دارد. Zای در سطر  اگر ضریب متغیّر غیر پایه

 

 ل زیر و مسأله نهایی آن را در نظر بگیرید:جدو: 7مثال 

RHS MS S2 S1 x3 x2 x1 پایه 

8- 0 3 8 0 0 0 Z 

M 1 

1
2

 
2- 0 0 3 MS 

2 0 

1
2

 
1- 0 1 3

2
 x2 

0 0 1
2

 
2 1 0 2- x3 

 

 

Max Z x x x   1 2 310 4 2 

x x x   1 2 3
1

2
2

 

x x x  1 2 32 4 2 8 

x ,x ,x 1 2 3 0 

 

جدول نهایی صفر است مسأله بیش از یک جـواب بهینـه دارد. ایـن مسـأله دارای      Zدر سطر  x1چون ضریب متغیّر غیر پایه 

 ساوی صفر است.م x3ی  ی تبهگن نیز است؛ زیرا در جدول نهایی مقدار متغیّر پایه حالت خاص بهینه

 

 ی نامحدود حالت سوم: جواب بهینه

 در جدول نهایی مساوی صفر باشد مسأله دارای جواب بهینه نامحدود است. MSاگر مقدار 

 مسأله زیر و جدول نهایی آن را در نظر بگیرید:: 8مثال 

 

RHS MS S2 S1 x2 x1 پایه 

M4 4 0 0 5 0 Z 
M2 1 0 1 1 0 S1 

M4 40 4 1 0 1- 0 S2 

M 1 0 0 0 1 x1  

 

Max Z x x 1 24 5 

x x 1 2 2 

x x 1 24 40 

x , x 1 2 0 

 مساوی صفر است مسأله دارای جواب بهینه نامحدود است. یعنی داریم: MSجدول نهایی مقدار چون در 

Max Z  
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 حالت چهارم: حالت تبهگن یا دژنره

در جـدول نهـایی باشـد     اگر مقدار یکی از متغیّرهای پایه صفر باشد مسأله دارای حالت تبهگن است. در صـورتیکه ایـن حالـت   

های ماقبل جـدول نهـایی باشـد مسـأله      مسأله دارای حالت تبهگن دائم یا بهینه تبهگن است. و اگر این حالت در یکی از جدول

 مسأله دارای حالت تبهگن دائم است. 4دارای حالت تبهگن موقت است. در مثال 

 1روش سیمپلکس اوّلیه ـ ثانویه
 :تهای زیر اس  رود دارای گام وجه و غیربهینه به کار میاین روش که در حل مسائل غیرم

 تبدیل کنید و اوّلین جدول سیمپلکس را بنویسید. ها را به  ءء و محدودیّتMaxتابع هدف را به  -1گام 

را در جدول بعدی  Zدست آورید. اثر سیمپلکس مقدار تغییر  زیر بهاثر سیمپلکس اوّلیه و ثانویه را با استفاده از فرمول  -2گام 

 دهد. نشان می

j j i

ij

(Z C )(b )

a


 اثر سیمپلکس 

 در این فرمول داریم:

jضریب متغیّر ورودی در سطر  jZ C Z  

ibعدد سمت راست سطر خروجی   

ijaعدد لولا   

  اثر سیمپلکس اوّلیه زمانی قابل محاسبه است که متغیّری با ضریب منفی در سطرZ  وجود داشته و عدد ستون لولا و عدد

 سمت راست مقابل آن مثبت باشند؛ یعنی داشته باشیم:

j j i ijZ C , b , a   0 0 0 

 سیمپلکس ثانویه زمانی قابل محاسبه است که متغیّری با ضریب مثبت در سطر  اثرZ      وجود داشـته و عـدد سـتون لـولا و

 عدد سمت راست مقابل آن منفی باشند یعنی داشته باشیم:

j j i ijZ C , b , a   0 0 0 

 ترین عدد سطر  اگر در این گام با منفیZ تـرین عـدد دیگـر سـطر      کان محاسبه اثر سیمپلکس اوّلیه نباشـد از منفـی  امZ 

ترین عدد  ی اثر سیمپلکس ثانویه نباشد از منفی ترین عدد سمت راست امکان محاسبه طور اگر با منفی استفاده کنید. همین

 دیگر سمت راست استفاده نمایید.

  :حاسبه اثر سیمپلکس اوّلیه و یا ثانویه مقدار در متوجّهj j(Z C )  و یاib تواننـد صـفر نیـز باشـند ولـی عـدد لـولا         می

 تواند صفر باشد. گاه نمی هیچ

با استفاده از روش سـیمپلکس   بزرگترین مقدار محاسبه شده را در نظر بگیرید. اگر مربوط به اثر سیمپلکس اوّلیه باشد -3گام 

اوّلیه و در صورتیکه مربوط به اثر سیمپلکس ثانویه باشد با استفاده از روش سیمپلکس ثانویه جدول را تکرار نمایید. در صـورت  

شود و در صورت تکرار جدول  میبه اندازه اثر سیمپلکس اوّلیه بیشتر  Zتکرار جدول با استفاده از روش سیمپلکس اوّلیه مقدار 

شود. تکرار جدول را تا رسیدن به جـدول   به اندازه اثر سیمپلکس ثانویه کمتر می Zبا استفاده از روش سیمپلکس ثانویه مقدار 

 نهایی ادامه دهید.

                                                 
1  Primal-Dual Method 
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 9مثال: 

Max Z x x 1 26 4 

x x 1 2 10 

x x 1 22 4 

x , x 1 2 0 

 :صـورت   هـای مسـأله را بـه    کنیم. سپس با استفاده از متغیّرهـای کمکـی محـدودیّت    ( ضرب می-محدودیّت دوم را در )حل

 نویسیم:   مساوی می

Max Z x x  1 26 4 0 

x x S  1 2 1 10 

x x S    1 2 22 4 

x ,x ,S ,S 1 2 1 2 0 

 اوّلین جدول به قرار زیر است:

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 4- 6- Z  

 غیربهینه و S1 1 1 1 0 10 1جدول 

4- 1 0 1- 2- S2 غیرموجه 
 

اسـت   Zترین ضریب در سـطر   را که دارای منفی x1اگر بخواهیم با استفاده از روش سیمپلکس اوّلیه مسأله را حل کنیم باید 

را نیز به عنوان متغیّر خروجـی انتخـاب    S1مثبت هستند  S1در سطر  b1و  a11به عنوان متغیّر ورودی انتخاب نماییم. چون 

 کنیم. یعنی داریم: می

( )( )
 

6 10
60

1
 اثر سیمپلکس اوّلیه  

x :

S :





1

1

 روش سیمپلکس ثانویه 

بـه   Zاست در صورتیکه با استفاده از روش سیمپلکس اوّلیه جدول را تکرار نماییم مقدار  60سیمپلکس اوّلیه مساوی چون اثر 

 شود. واحد بیشتر می 60اندازه 

را که عدد سمت راست آن منفی است به  S2چنانچه بخواهیم با استفاده از روش سیمپلکس ثانویه جدول را تکرار نماییم سطر 

Z)منفی هستند ولی چون  a22و  S2 ،a21کنیم. در سطر  عنوان سطر خروجی انتخاب می C )1 Z)و  1 C )2 مثبت یا  2

 توانیم متغیّر ورودی را تعیین نماییم. یعنی تکرار جدول با استفاده از روش سیمپلکس ثانویه ممکن نیست:  صفر نیستند نمی

ست انجام روش سیمپلکس ثانویه ممکن نی
S




 سیمپلکس ثانویهروش  2

 :1شود که بهینه و موجه است حاصل می 2کنیم. جدول  را تکرار می 1سیمپلکس اوّلیه جدول بنابراین با استفاده از روش 

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 60 0 6 2 0 Z  

 2جدول 

 )جدول نهایی(

10 0 1 1 1 x1 بهینه و 

16 1 2 1 0 S2 موجه 

                                                 
بـا   5جدول حاصل شده است. در صورتیکه جـواب بهینـه همـین مسـأله در مثـال       2سیمپلکس اولّیه ـ ثانویه با  جواب بهینه مسأله با استفاده از روش   1

 دست آمده بود. جدول به 3استفاده از روش محدودیتّ مصنوعی با 

 خروجی

 ورودی

 ورودی: نداریم

 خروجی:
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*               جواب بهینه:  * *x , x , Z  1 210 0 60 

 را در نظر بگیرید: 9حل ترسیمی مثال 

 
 9. حل ترسیمی مثال 3شکل 

 1دهـد. جـدول    ( تا نقطه بهینه در روش سیمپلکی اوّلیه ـ ثانویه نشـان مـی   Oپیکان، جهت حرکت را از مبدأ مختصات )نقطه 

 ی نقطه بهینه است. ان دهندهنش 2و جدول  Oنشان دهنده نقطه 

 10مثال: 

Max Z x x x  1 2 32 3 5 

x x x  1 2 3 20 

x x x  1 2 32 3 25 

x x 2 32 3 30 

x , x , x 1 2 3 0 

 :حل 

Max Z x x x   1 2 32 3 5 0 

x x x S   1 2 3 1 20 

x x x S     1 2 3 22 3 25 

x x S    2 3 32 3 30 

x ,x ,x ,S ,S ,S 1 2 3 1 2 3 0 

 

 

 

Max Z x x x   1 2 32 3 5 0 

x x x  1 2 33 20 

x x x    1 2 32 3 25 

x x   2 32 3 30 

x ,x ,x 1 2 3 0 

 

 RHS S3 S2 S1 x3 x2 x1 پایه  

 0 0 0 0 5 3- 2- Z  

 

 1جدول 

20 0 0 1 1 1 1 S1 غیربهینه و 

25- 0 1 0 1- 3- 2- S2 و غیرموجه 

 30- 1 0 0 3- 2- 0 S3  

( )( )
 

3 20
60

1
  اثر سیمپلکس اوّلیه 

x :

S :





2

1

 سیمپلکس اوّلیه

( )( )
 



5 30
50

3
اثر سیمپلکس ثانویه 

S :

x :






3

3

 سیمپلکس ثانویه 

 ورودی

 خروجی

 ورودی

 خروجی
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را به عنوان متغیّر  x2کنیم. یعنی  اده میچون اثر سیمپلکس اوّلیه بیشتر است برای تکرار جدول از روش سیمپلکس اوّلیه استف

 کنیم: گیریم و جدول را تکرار می را به عنوان متغیّر خروجی در نظر می S1ورودی و 

 RHS S3 S2 S1 x3 x2 x1 پایه  

 60 0 0 3 8 0 1 Z  

 2جدول 

 )جدول نهایی(

20 0 0 1 1 1 1 x2 بهینه و 

35 0 1 3 2 0 1 S2 موجه 

 10 1 0 2 1- 0 2 S3  

*      جواب بهینه:  * * *x , x , x , Z   1 2 30 20 0 60 

 های خاص در روش سیمپلکس اوّلیه ـ ثانویه حالت
 حالت اوّل: بدون جواب موجه

لکس اوّلیه و سیمپلکس ثانویه ممکـن نباشـد مسـأله    های سیمپ ر آن با یکی از روش اگر جدول بهینه و موجه نشده باشد و تکرا

 بدون جواب موجه است.

 11مثال: 

Max Z x x 1 24 5 

x x  1 2 11 

x 2 6 

x , x 1 2 0 

 :حل 

Max Z x x  1 24 5 0 

x x S   1 2 1 11 

x S 2 2 6 

x ,x ,S ,S 1 2 1 2 0 

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 5- 4- Z  

 غیربهینه S1 1 -1 1 0 -11 1جدول 

6 1 0 1 0 S2 و غیرموجه 

 

( )( )
 

5 6
30

1
   اثر سیمپلکس اوّلیه 

x

S





2

2

 سیمپلکس اوّلیه 

   حل مسأله با روش سیمپلکس ثانویه ممکن نیست
S



 سیمپلکس ثانویه 1

 نماییم: با استفاده از روش سیمپلکس اوّلیه جدول را تکرار می

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 30 5 0 0 4- Z  

 غیربهینه S1 1 0 1 1 -5 2جدول 

6 1 0 1 0 x2 و غیرموجه 

 ورودی:

 خروجی:

 خروجی:

 ورودی: نداریم



 

 

 24 خطی ریزی عبرنامهفصل اول /

 

   انجام روش سیمپلکس اوّلیه ممکن نیست
x




 سیمپلکس اوّلیه 1

   انجام روش سیمپلکس ثانویه ممکن نیست
S



 سیمپلکس ثانویه 1

هنوز بهینه و موجه نشده است و حل آن با روش سیمپلکس اوّلیه یا ثانویه ممکـن نیسـت مسـأله بـدون جـواب       2چون جدول 

 موجه است.

 ی چندگانه م: جواب بهینهحالت دو

 جدول نهایی صفر باشد مسأله بیش از یک جواب بهینه دارد. Zای در سطر  اگر ضریب متغیّر غیر پایه

 12مثال: 

Max Z x x x   1 2 310 4 2 

x x x   1 2 3
1

2
2

 

x x x  1 2 32 4 2 8 

x ,x ,x 1 2 3 0 

 :حل 

Max Z x x x   1 2 310 4 2 0 

x x x S    1 2 3 1
1

2
2

 

x x x S     1 2 3 22 4 2 8 

x ,x ,x ,S ,S 1 2 3 1 2 0 

 RHS S2 S1 x3 x2 x1 پایه  

 0 0 0 2- 4 10 Z  

 1 1 1 0 2 1جدول 

1
2

 S1 غیربهینه و 

8- 1 0 2- 4- 2- S2 غیرموجه 

( )( )
 

2 2
4

1
    اثر سیمپلکس اوّلیه

x

S





3

1

 سیمپلکس اوّلیه 

( )( )
 



4 8
8

4
   اثر سیمپلکس ثانویه  

S

x





2

2

 سیمپلکس ثانویه 

 نماییم: اده از روش سیمپلکس ثانویه جدول را تکرار میچون اثر سیمپلکس ثانویه بیشتر است با استف

 RHS S2 S1 x3 x2 x1 پایه  

 8- 1 0 4- 0 8 Z  

 

 2جدول 

0 1
4

 
1 1

2
 

0 1- S1 غیربهینه 

2 

1
4

 
0 1

2
 

1 1
2

 x2 و موجه 

 

 ورودی:

 خروجی: نداریم

 خروجی:

 ورودی: نداریم

 ورودی:

 خروجی:

 خروجی:

 ورودی:
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( )( )
 

4 0
0

1
2

    اثر سیمپلکس اوّلیه
x

S





3

1

 سیمپلکس اوّلیه 

( )( )
 



8 0
0

1
   اثر سیمپلکس ثانویه  

S

x





1

1

 سیمپلکس ثانویه 

 کنیم: سیمپلکس اوّلیه جدول را تکرار میبا استفاده از 

 RHS S2 S1 x3 x2 x1 پایه  

 8- 3 8 0 0 0 Z  

 3جدول 

 )جدول نهایی(

0 1
2

 
2 1 0 2- x3 بهینه 

2 

1
2

 
1- 0 1 

 
3
2

 x2 و موجه 

*              جواب بهینه:  * *x , x , x , Z    1 2 30 2 0 8 

جدول نهایی صفر است مسأله بیش از یک جواب بهینه دارد. این مسأله دارای حالـت   Zرد سطر x1ی  ضریب متغیّر پایه چون

 اوی صفر است.مس x3ی  ی تبهگن دائم نیز هست؛ زیرا در جدول نهایی مقدار متغیّر پایه خاص بهینه

 ی نامحدود حالت سوم: جواب بهینه

 ی نامحدود است. اگر تمام اعداد ستون ورودی در روش سیمپلکس اوّلیه صفر یا منفی باشند مسأله دارای جواب بهینه

 13مثال: 
Max Z x x

s.t. x x

x x

x , x

 

 

 



1 2

1 2

1 2

1 2

24 5

5 42

4 40

0

 

 :حل 

Max Z x x

s.t. x x S

x x S

x , x ,S ,S

  

    

  



1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1 2

24 5 0

5 42

4 40

0

 

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 5 24- Z  

 غیربهینه S1 -5 1 1 0 -42 1جدول 

40 1 0 1- 4 S2 غیرموجه و 

 

( )( )
 

24 40
240

4
    اثر سیمپلکس اوّلیه

x

S





1

2

 سیمپلکس اوّلیه 

   سیمپلکس ثانویه ممکن نیست انجام روش
S



 سیمپلکس ثانویه 1

 ورودی:

 خروجی:

 وجی:خر

 ورودی:

 ورودی:

 خروجی:

 ورودی: نداریم

 خروجی:
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 کنیم: یمپلکس اوّلیه جدول را تکرار میبا استفاده از س

 RHS S2 S1 x2 x1 پایه  

 240 6 0 1- 0 Z  

 

 2جدول 

8 5
4

 
1 


1
4

 
0 S1 غیربهینه 

10 1
4

 
0 


1
4

 
1 x1 و موجه 

س اوّلیه منفی هستند مسأله دارای جواب بهینه نامحـدود اسـت.   (، در روش سیمپلکx2چون تمام اعداد ستون ورودی )ستون 

Max          یعنی داریم:   Z  

 حالت چهارم: حالت تبهگن یا دژنره

مسأله دارای حالت تـبهگن دائـم و در    12اگر مقدار یکی از متغیّرهای پایه صفر باشد مسأله دارای حالت تبهگن است. در مثال 

 زیر مسأله دارای حالت تبهگن موقت است.مثال 

 14مثال: 
Max Z x x

x x

x x

x x

x , x

 

 

 

 



1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

15 25

5 8 100

20

0

0

 

 :حل 
Max Z x x

x x S

x x S

x x S

x , x ,S ,S ,S

  

    

  

   



1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2 1 2 3

15 25 0

5 8 100

20

0

0

 

 RHS S3 S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 0 25- 15- Z  

 غیربهینه و S1 -5 -8 1 0 0 -100 1جدول 

20 0 1 0 1 1 S2 غیرموجه 

 0 1 0 0 1 1- S3  

 

( )( )
 

25 0
0

1
    اثر سیمپلکس اوّلیه

x

S





2

3

 سیمپلکس اوّلیه 

   سیمپلکس ثانویه ممکن نیست انجام روش
S



 سیمپلکس ثانویه 1

 ورودی:

 خروجی:

 ورودی: نداریم

 خروجی:
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 کنیم: یبا استفاده از سیمپلکس اوّلیه جدول را تکرار م

 RHS S3 S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 25 0 0 0 40- Z  

 غیربهینه S1 -13 0 1 0 8 -100 2جدول 

20 1- 1 0 0 2 S2 و غیرموجه 

 0 1 0 0 1 1- x2  

 

( )( )
 

40 20
400

2
    اثر سیمپلکس اوّلیه

x

S





1

2

 هسیمپلکس اوّلی 

   سیمپلکس ثانویه ممکن نیست انجام روش
S



 سیمپلکس ثانویه 1

 کنیم: با استفاده از سیمپلکس اوّلیه جدول را تکرار می

 RHS S3 S2 S1 x2 x1 پایه  

 400 5 20 0 0 0 Z  

 3جدول 

 )جدول نهایی(

30 3
2

 
13
2

 
1 0 0 S1 بهینه 

10 

1
2

 
1
2

 
0 0 1 x1 و موجه 

 10 1
2

 
1
2

 
0 1 0 x2  

*       جواب بهینه:  * *x , x , Z  1 2100 10 400 

 مساوی صفر است. x2ی  مقدار متغیّر پایه 2ت تبهگن موقت است زیرا در جدول این مسأله دارای حال

 خروجی:

 ورودی: نداریم

 خروجی:

 ورودی:
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 مسائل حل شده فصل اوّل
 مسأله زیر را با استفاده از روش محدودیّت مصنوعی حل کنید. -1

Max Z x x

x x

x x

x , x

 

 

 



1 2

1 2

1 2

1 2

15 25

4 8 100

20

0

 

 حل: 

M

M

Max Z x x

x x S

x x S

x x S M

x , x ,S ,S ,S

  

    

  

  



1 2

1 2 1

1 2 2

1 2

1 2 1 2

15 25 0

4 8 100

20

0

 

 RHS MS S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 0 25- 15- Z  

 غیربهینه و S1 -4 -8 1 0 0 -100 1جدول 

20 0 1 0 1 1 S2 غیرموجه 

 M 1 0 0 1 1 MS  

 M25 25 0 0 0 10 Z  

M8 2جدول  100 8 0 1 0 4 S1 بهینه و 

 M 20 1- 1 0 0 0 S2 غیرموجه 

 M 1 0 0 1 1 x2  

 500 0 25 0 0 10 Z  

 بهینه و S1 4 0 1 8 0 60 3جدول 

 موجه M20 1 1- 0 0 0 MS )جدول نهایی(

 20 0 1 0 1 1 x2  

 

 جواب بهینه مسأله به قرار زیر است:
* * *x , x , Z  1 20 20 500 

 ودیّت مصنوعی حل کنید.مسأله زیر را با استفاده از روش محد -2
Max Z x x

x x

x x

x x

x , x

 

 

 

 



1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3

2

1

2 2 3

0

 

 حل: 
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M

M

Max Z x x

x x S

x x S

x x S

x S M

x , x ,S ,S ,S ,S

  

  

    

    

 



1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1

1 2 1 2 3

3 0

2

1

2 2 3

0

 

 RHS MS S3 S2 S1 x2 x1 پایه  

 0 0 0 0 0 3 1- Z  

 غیربهینه و S1 1 -1 1 0 0 0 2 1جدول 

1- 0 0 1 0 1- 1- S2 غیرموجه 

 3- 0 1 0 0 2 2- S3  

 M 1 0 0 0 0 1 MS  

 M 1 0 0 0 3 0 Z  

 M 2 1- 0 0 1 1- 0 S1  

 بهینه و M1 1 0 1 0 1- 0 S2 2جدول 

 M2 3 2 1 0 0 2 0 S3 غیرموجه 

 M 1 0 0 0 0 1 x1  

 2 0 0 0 1 2 0 Z  

 بهینه و M2 1 0 0 1- 1 0 MS 3جدول 

 موجه S2 0 -2 1 1 0 0 1 )جدول نهایی(

 1 0 1 0 2 0 0 S3  

 2 0 0 0 1 1- 1 x1  

*      جواب بهینه مسأله به قرار زیر است:  * *x , x , Z  1 22 0 2 

 

 مسأله زیر را با استفاده از روش سیمپلکی اوّلیه ـ ثانویه حل کنید: -3

Min Z x x x x

x x x x

x x

x , x , x , x

   

   

 



1 2 3 4

1 2 3 4

2 4

1 2 3 4

4 2 4 7

2 4 2 6 38

2 4 12

0

 

 حل: 

Max( Z) x x x x Max( Z) x x x x

x x x x S

x x S

            

    

    

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1

2 4 2

4 2 4 7 4 2 4 7 0

2 4 2 6 38

2 4 12
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0 تمام متغیّرها 

 RHS S2 S1 x4 x3 x2 x1 پایه  

 0 0 0 7 4- 2- 4 Z  

 غیربهینه و S1 2 4 2 6 1 0 38 1جدول 

12- 1 0 4 0 2- 0 S2 غیرموجه 

 

( )( )
 

4 38
76

2
    اثر سیمپلکس اوّلیه

x

S





3

1

 سیمپلکس اوّلیه 

   سیمپلکس ثانویه ممکن نیست انجام روش
S



 سیمپلکس ثانویه 2

 کنیم: با استفاده از سیمپلکس اوّلیه جدول را تکرار می

 

 RHS S2 S1 x4 x3 x2 x1 پایه  

 76 0 2 19 0 6 8 Z  

1 0 19 2جدول 
2

 
3 1 2 1 x3 بهینه و 

12- 1 0 4 0 2- 0 S2 غیرموجه 

 

   انجام روش سیمپلکس اوّلیه ممکن نیست.
__





 سیمپلکس اوّلیه 

( )( )
 



6 12
36

2
   اثر سیمپلکس ثانویه

S

x





2

2

 سیمپلکس ثانویه 

 کنیم: جدول را تکرار می با استفاده از سیمپلکس ثانویه

 RHS S2 S1 x4 x3 x2 x1 پایه  

 40 3 2 31 0 0 8 Z  

 3جدول 

 )جدول نهایی(

7 1 1
2

 
7 1 0 1 x3 بهینه و 

6 

1
2

 
0 2- 0 1 0 x2 موجه 

*        بهینه: جواب  * * * *x , x , x , x , Z     1 2 3 40 6 7 0 40 
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