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هاي مختلف  ريزيهاي توسعه اقتصادي، اجتماعي و فرهنگي و نيز كاربرد آن در رشته وجه به اهميت و نقش آمار در برنامهبا ت
هاي تحصيلي ضروري به نظر  اي تحليل آماري در اكثر دوره پژوهان با اصول و مفاهيم و تكنيكهاي پايه علوم، آشنائي دانش

  رسد. مي
هاي اقتصاد مديريت در گرايشهاي مختلف  بان شركت در آزمون هاي دوره دكترا در رشتهمجموعه حاضر بر اساس نياز داوطل

  تهيه شده است و كوشش گرديده مطالب به اختصار مطرح گردد.
  كليه مطالب مورد نياز در سه بخش عمده ارائه گرديده است:

  باشد كه موضوع آن بيان نتايج عيني تحقيق است.  بخش اول: آمار توصيفي مي
هاي  كننده باشد كه موضوع آن، مفهوم احتمال كميتهاي تصادفي و قوانين توزيع آنها و مشخص ش دوم: نظريه احتمال ميبخ

  باشد. عددي كميتهاي تصادفي مي
باشد. از آنجا كه آشنائي  هاي تحقيق مي بخش سوم: آمار استنتاجي است كه موضوع آن بيان تفسير و تعيين ميزان اعتبار يافته

رسد، هر چند امكان دارد اكثر  باشد، ضروري بنظر مي يم بخش اول و بخش دوم كه پيش نياز بخش سوم ميبا مفاه
اند، از  هاي تحصيلي، اين مفاهيم را فرا گرفته باشند. ولي براي آن دسته از عزيزان كه آنها را فراموش كرده پژوهان دردوره دانش

. بخش اول در سه قسمت مجزا تحت عنوان، مفاهيم اساسي آمار، جهت يادآوري، به اختصار به آنها اشاره شده است
  گردد. هاي عددي و توزيعهاي دو بعدي ارائه مي كننده مشخص

  گيرد. بخش دوم، قضاياي مربوط به احتمال، كميتهاي تصادفي و قوانين توزيع آنها، قضاياي حدي، مورد بحث قرار مي
 هاي آماري و تحليلي همبستگي و رگرسيون مطرح شده است. فرضيه در بخش سوم، نظريه نمونه، تخمين زنها، آزمون

   كند، معذالك مي ماري را برآوردهعلاقمندان به مفاهيم و تكنيكهاي آ جموعه حاضر، سهم زيادي از نيازهاياگر چه م
استفاده كنندگان از در آن نيز وجود دارد كه بعلت كمبود وقت، رفع آنها به زمان مناسب تري موكول گرديد. از  يهاي كاستي

كنند. نگارنده را در رفع آنها در چاپ  بعدي  مي شود چنانچه كمبودهايي در مطالب آورده شده احساس اين كتاب تقاضا مي
  ياري رسانند.

در خاتمه از مديريت محترم مؤسسه آموزش عالي ماهان كمال تشكر حاصل است كه امكانات چاپ اين مجموعه را فراهم 
ماهان جناب آقاي سيد علي ونكي در مساعدت چاپ اين كتاب  عالي نين از مديريت انتشارات موسسه آموزشچاند، هم نموده

  باشم. سپاسگزار مي
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 মࡑش اول

ی و ਊࣣીآمار  ৔  





  آمار توصيفي
 
علم آمار نيز مانند ساير علوم بر پايه يك سري از مفاهيم بنا شده است كه به مفاهيم اوليه :  مفاهيم اساسي آمار-1

  :شوند ه و بصورت زير توصيف ميمعروفند و بدون تعريف، پذيرفته شد
  . به كليه عناصر، افراد و يا اشياء كه حداقل در يك خاصيت مشترك باشند، جامعه آماري گويند: جامعه آماري-
  .شود  به خاصيت يا خواصي كه در همه عناصر، افراد يا اشياء مشترك است، صفت مشخصه گفته مي: صفت مشخصه-
 از يك عنصر به عنصر ديگر، از يك فرد به فرد ديگر جامعه تغيير كند، صفت متغير  خاصيت يا خواصي كه: صفت متغير-

  .شود ناميده مي
اي تعريف كرد، صفات  صفاتي را كه بتوان براي آنها اندازه تعريف كرد، صفات متغير كمي و صفاتي را كه نتوان براي آنها اندازه

  .كيفي نامند
  .هستند يا پيوسته) نا پيوسته (صفات متغير كمي يا گسسته 

. كنند بندي مي  بسته به اينكه صفت متغير، گسسته يا پيوسته باشد، آنها را با توجه به ماهيتشان طبقه:بندي صفات  طبقه-
  .آورند كنند و توزيع صفت را بر حسب فراواني مطلق بدست مي در حالت گسسته آنها را به ترتيب صعودي يا نزولي مرتب مي

  .آورند بندي كرده و توزيع صفت متغير را بر حسب فراواني مطلق بدست مي  آنها را در فاصله طبقه،ن صفتدر حالت پيوسته بود
براي صفات متغير نا پيوسته از . توان از نمودارها استفاده كرد براي بيان چگونگي توزيع صفت متغير، مي: نمودارها -

  .شود استفاده مي) گون پلي( اي و چند گوش  نمودارهاي ميله
  .شود استفاده مي) بافت نگار( و براي صفات متغير پيوسته از نمودار هيستوگرام 

  .شود اي استفاده مي گون و يا دايره اي يا پلي و براي صفات كيفي از نمودارهاي ميله
تجاوز ix را گويند كه از xدير صفت  برابر فراواني تمامي مقاix فراواني تجمعي مربوط به ):انباشته(  فراواني تجمعي-

  :نكند
   i iF x n x x   

 را فراواني تجمعي نسبي در ix تا نقطه x فراواني تجمعي نسبي از جمع فراوانيهاي نسبي صفت : فراواني تجمعي نسبي-
  :نامند ixنقطه 

     i
i i

n x x
F x f x x

n


     

  گيري و مقياس آنها  مفهوم اندازه-
  .گيري صفات در جامعه است باشد و آنهم اندازه هاي آماري مي در اجراي يك تحقيق آماري، اولين مرحله، مشاهده داده

  »شود گيري ناميده مي نسبت دادن اعداد به عناصر يا افراد جامعه بر طبق قواعد معيني، اندازه«
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  گيري اندازه انواع مقياس -
اين . شود گيري، از اعداد به منظور جدا كردن نمودها يا عناصر طبقات مختلف استفاده مي در اين نوع اندازه:  مقياس اسمي- الف

  .گيرد اعداد نقش علامت يا نام را براي طبقات دارند و هيچ معناي كمي ندارند و روي آنها هيچگونه عمليات رياضي انجام نمي
در اين . شود گيري از اعداد براي مقايسه عناصر از نظر كوچكتر يا بزرگتر بودن استفاده مي دراين نوع اندازه:  مقياس ترتيبي- ب

روي اعداد مقياس ترتيبي نيز هيچگونه عمليات رياضي انجام . شوند هاي نسبي مرتب مي مقياس، عناصر بر اساس اندازه
  .گيرد نمي
هاي  گيري در جامعه، نه تنها از نظر ترتيب بلكه بر حسب طول فاصله بين اندازه اگر عناصر مورد اندازه: يا  مقياس فاصله- ج

گيري شدت حرارت كه با صفر مقايسه  مانند اندازه. اي خواهد بود بندي شوند، آنگاه اين مقياس فاصله عناصر نيز بتواند طبقه
  .شود مي
نظور مقايسه نسبت خاصيت عناصر مورد مطالعه، در نظر گرفته شود، بطوريكه بتوان گيري به م وقتي اندازه:  مقياس نسبي- د

در . گيري با مقياس نسبتي خواهد بود است، اين اندازه...گفت كه اندازه عنصر اول چند برابر عنصر دوم و چند برابر عنصر سوم و
  .مقياس نسبتي عمليات رياضي انجام پذير است

اگر صفت متغير، ناپيوسته بوده و دامنه تغييرات آن وسيع نباشد، آن را به فاصله ): ع فراواني صفاتتوزي(  توزيع صفت متغير - 
بندي كرده و بر حسب فراواني مطلق  يكي طبقه in يا فراواني نسبي  ifدهند  نشان مي:  

  
s

i s

x x x x ..... x

n n n n ..... n

1 2 3

1 2 3  

  و يا 
s

i s

x x x x .... x

f f f f .... f
1 2 3
1 2 3  

باشد و از خارج قسمت فراواني هر يك از متغيرها به حجم جامعه   ميx فراواني نسبي نسبت متغير ifكه در توزيع فوق  n 
  :آيد بدست مي

i
i

n
f

n
  

  .باشد ساوي يك ميهمواره مجموع فراوانيهاي نسبي م
در صورتيكه صفت متغير ناپيوسته بوده و دامنه تغييرات آن وسيع باشد و يا صفت متغير پيوسته باشد، آنرا در فاصله، 

  :كنند بندي مي طبقه
s s

i s

x x x x x ..... x x

n n n .... n

  1 2 2 3 1

1 2
  

  و يا
s s

i s

x x x x x ..... x x

f f f ..... f
  1 2 2 3 1

1 2
  

  )آماري(هاي عددي كننده  مشخص-2
  .روند هستند كه براي مقايسه بين چند جامعه بكار مي) پارامترهائي( ميتهائيهاي عددي، ك كننده مشخص

  :شوند بندي مي و در سه گروه زير طبقه
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. گيري صفت متغير تبعيت دارند كنند و از واحد اندازه كه مركز تمركز توزيع صفت را بيان مي: هاي مركزي كننده  مشخص- 1- 2
  :مهمترين آنها عبارتند از

  :آيد  كه از مجموع متغيرها به حجم جامعه به دست مي:ابي يا متوسط حسابي ميانگين حس-
ix

x
n

   
  :در صورتيكه جدول بر حسب فراواني مطلق يا فراواني نسبي باشد، ميانگين حسابي بصورت

  
i i

i i
n x

x x f x
n

    

iابطه كه دراين ر. محاسبه ميشود كه به ميانگين وزني معروفند
i

n
f

n
باشد  فراواني نسبي صفت متغير مي.  

  : خواص ميانگين-
a:   ميانگين اعداد ثابت، خود عدد ثابت است- 1

a
n

  
  . كم يا اضافه خواهد شدa  را كم يا اضافه كنيم از ميانگين هم به اندازهa اگر از متغيرها، عدد ثابتي مانند - 2

 ix a
x a

n


   

 تقسيم k ضرب و يا بر عدد ثابت k ضرب يا تقسيم كنيم، ميانگين هم در عدد ثابت k اگرمتغيرها را در عدد ثابتي مانند - 3
  :شود مي

 
i

i

x
kx xk

kx
n n k

 
 
  

  
  : مجموع انحرافات متغيرها از ميانگين مساوي صفر است- 4

     i i i i ix x n x x f x x       0 0 0  
  :كند و بر اساس خاصيت فراواني تجمعي محاسبه ميشود متغيري است كه جامعه را به دو قسمت مساوي تقسيم مي : ميانه-

   i i
n

F x F x   12  
 ناپيوسته باشد، متغير متعلق به xاگر متغير  iF x 1ميانه توزيع خواهد بود.  
  :آيد يانه از رابطه تقريبي زير بدست مي پيوسته باشد، مقدار مxاگرمتغير 

 i
i

i

n F x
Me x I

n


  2  

 است كه ميانه درداخل آن قرار دارد و به توسط xاي از متغير   حد پائين طبقهixكه در اين رابطه،  iF x 1 اين طبقه 
  . فاصله طبقه ميانه استIشود و  مشخص مي

  :يكي از مهمترين خواص ميانه، اينست كه مجموع قدر مطلق انحرافات متغيرها از ميانه كمترين مقدار ممكن است
i i iX Me min n x Me min      

چارك اول كه . شوند كنند، چاركها نيز مانند ميانه محاسبه مي چاركها جامعه را به چهار قسمت مساوي تقسيم مي : چاركها-
  :كند، بصورت  حجم جامعه را مشخص مي14

 i
i

i

n F x
Q X I

n


  1

4  

 يا

 يا
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3و چارك سوم كه 
  :كند بصورت  حجم جامعه را مشخص مي4

 i
i

i

n F x
Q X I

n


  3

3 4  

  .شود محاسبه مي
  براي توزيع . شود جامعه باشد، مد توزيع ناميده ميدر ) مطلق يا نسبي(  متغيري كه داراي بزرگترين فراواني: نما يا مد-

براي توزيعهاي پيوسته با . آيد ناپيوسته، با توجه به جدول توزيع صفت متغير، مد توزيع به توسط بزرگترين فراواني بدست مي
  .شود استفاده از مفهوم چگالي، مقدار نما محاسبه مي

m m
i

m m m

d d
MO X I

d d d


 


  

 
1

1 12  

inباشد كه از   چگالي فراواني ميdكه در اين رابطه 
d

x



  .آيد  بدست مي
گردند و در اين صورت اندازه  در صورتيكه فاصله طبقات يكسان باشد، چگالي ماكزيمم و فراواني ماكزيمم بر يكديگر منطبق مي

  :شود نما بر حسب فراواني مطلق يا نسبي بصورت زير محاسبه مي
m m

i
m m m

n n
MO X I

n n n


 


  

 
1

1 12  

  :همواره يكي از روابط زير بين سه مشخص كننده مركزي برقرار است
  ):متقارن است( توزيع قرينه است

  :باشد راست مي) انحراف از قرينگي( توزيع داراي چولگي 
  :باشد توزيع داراي چولگي چپ مي

 
باشند، در اين صورت، متوسط متغيرها اگر متغيرها بصورت نسبت يا درصد و يا شاخص بيان شده  : ميانگين هندسي-

  .شود بصورت ميانگين هندسي محاسبه مي
n

G nx x , x , x ....x 1 2 3  
گيري تبعيت كند، دراين   اگر صفت متغير درارتباط با زمان باشد و از دو واحد اندازه):هارمونيك( ميانگين همساز  -

  :شود ز استفاده ميصورت براي محاسبه ميانگين صفت متغير، از ميانگين همسا

H H

i
i i

n n
x x

n
x x

 
 

1 1  

  :همواره بين ميانگين حسابي، ميانگين هندسي و ميانگين هارمونيك رابطة زير برقرار است
H G Mx x x   

  هاي پراكندگي  مشخص كننده- 2- 2
تغييرات يا فاصله تغييرات  دامنه - Range:رگترين متغير و كوچكترين متغير را دامنه تغييرات نامند اختلاف بز:  

max minR X X   
توزيعهائي كه حد پايين يا حد بالاي آنها (  براي اندازه پراكندگي توزيعهاي باز):نيم دامنه چاركي( انحراف چاركي -

  :شود محاسبه مي). نامعلوم است
Q Q

Q


 3 1
2  

 يا

x Me Mo 
x Me Mo 

x Me Mo 

 ix 0
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   n از مجموع قدر مطلق اختلاف متغيرها از ميانگين تقسيم بر):انحراف متوسط( انحرافات  قدر مطلق ميانگين -
  :آيد بدست مي) حجم جامعه(

i i ix x n x x
M.D M.D

n n
 

    
  :نامند ميانگين مجذور انحرافات متغيرها از ميانگين را واريانس مي : واريانس-

   i ix x x
D x x

n n


    

2 2
2 2  

  :ه توزيع صفت متغير بر حسب فراواني بدست آمده باشد، واريانس مساوي خواهد شد بادر صورتيك

   i i i in x x n x
D x x

n n


     

2 2
2 2  

عنوان معيار پراكندگي  شود، بهمين جهت از آن جذر گرفته و به گيري صفت متغير بيان مي واريانس با مجذور واحد اندازه
  .آورند مناسب بدست مي

  :باشد آيد و هم بعد صفت متغير مي  از جذر واريانس بدست مي): استانداردانحراف( معيارانحراف  -
 D x    

  : خواص واريانس-
             .                                                                             واريانس عدد ثابت مساوي با صفر است- 1 D a  0  
 را اضافه كنيم، در مقدار واريانس تأثيري a را كم و يا به متغيرها عدد ثابتي مانند  اگر از متغيرها عدد ثابتي مانند - 2

                   :                                                                                             نخواهد داشت   D X a D x   
          :               ضرب خواهد شدk2 ضرب كنيم، واريانس در k اگر متغيرها رادر عدد ثابتي مانند - 3   D kx k D X 2  
  :تقسيم خواهد شدk2س بر  تقسيم كنيم، واريانK اگر متغيرها را بر عدد ثابتي مانند - 4

 X
D D X

K K

   
  2

1  
  هاي نسبي پراكندگي كننده  مشخص- 3- 2
 از خارج قسمت انحراف معيار : ضريب تغييرات-  به ميانگين  Xد استگيري مجر آيد و از واحد اندازه  بدست مي:  

C.V
X


 100 

  .دهد ضريب تغييرات، درصد تغييرات متغيرها را حول ميانگين نشان مي
شود كه از دقت  با استفاده از روابط بين سه مشخص كننده مركزي، ضريب چولگي پيرسن محاسبه مي : ضريب چولگي-

  :بالائي برخوردار نيست

s
X MO

A





  
  :كه متغير داراي چولگي ملايم باشد، همواره رابطه زير بين سه مشخصه مركزي برقرار استدر صورتي

 X MO X Me  3  
تر، ضريب چولگي از خارج قسمت گشتاور مركزي مرتبه سوم ولي براي محاسبه دقيق 3 به 3شود  استفاده مي:  

A




3
3  

  :شود بصورت زير محاسبه مي3كه درآن 
   i i ix x n x x

n n

 
    3 3
3 3  

 يا

 يا
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اگر مثبت باشد، توزيع داراي چولگي راست و در صورتي كه منفي . ضريب چولگي ممكن است مثبت و يا منفي بدست آيد
Aر اگ. باشد باشد، توزيع داراي چولگي چپ مي  Aاگر .  گردد، توزيع متقارن است0 / 0  باشد، توزيع تقريباً قرينه است و 1

/اگر  A / 0 1 0 Aباشد، توزيع داراي چولگي ملايم و اگر 5 / 0   .باشد، توزيع شديداً چولگي دارد5
  :كنند يب چولگي را با استفاده از چاركها محاسبه ميگاهي اوقات ضر

Q Q Q
A

Q Q

 



3 2 1

3 1

2  

آيد و معمولاً كشيدگي توزيعها را با   بدست مي4 از خارج قسمت گشتاور مركزي مرتبه چهارم به :ضريب كشيدگي -
  باشد، لذا ضريب كشيدگي  مي3يع نرمال مساوي با كنند و از طرفي ضريب كشيدگي توز توزيع نرمال مقايسه مي

  :بصورت
K


 

4
4 3  

Kاگر . شود محاسبه مي  Kباشد، كشيدگي توزيع به اندازه نرمال است و اگر 0  در .  باشد، توزيع از نرمال كوتاهتر است0
Kصورتيكه     :آيد  ميگشتاور مركزي مرتبه چهارم بصورت زير بدست. تر است باشد، توزيع از توزيع نرمال كشيده0

   i i ix x n x x

n n

 
    4 4
4 4  

  .هائي هستند حول مركز ثقل توزيع با مراتب مختلف گشتاورها، ميانگين :گشتاورها -
  :كنيم يا ميانگين حسابي باشد، لذا دو نوع گشتاور دراينجا تعريف ميو ) صفر(تواند مبدأ مختصات چون مركز ثقل توزيع مي

  :شوند مبدأ صفر بصورت زير محاسبه مي يا گشتاورهاي نسبت به:  گشتاورهاي اوليه-1
hh

hi i
h h h i i

n xx
m m m f x

n n
     

  :مبدأ صفر مساوي است با و گشتاورهاي مرتبه اول تا چهارم نسبت به
i

i i

x x
m x m x

n n

x x
m x m x

n n

   

   

 

 

2
2

1 2

3 4
3 4

3 4

 

  .كه به گشتاورهاي تواني يا ميانگينهاي تواني معروفند
  :شوند مبدأ ميانگين كه به صورت زير محاسبه مي يا گشتاورهاي نسبت به:  گشتاورهاي مركزي-2

     
h h

hi i i
h h h i i

x x n x x
f x x

n n

 
          

  :آيند و گشتاورهاي مرتبه اول تا چهارم نسبت به مبدأ ميانگين بصورت زير بدست مي
 

   

   

i

i i

x x

n

x x
D x

n

x x x x
,

n n


  


  

 
   





 

1

2
2

3 4
3 4

0

 

شود كه  براي تبديل گشتاورهاي اوليه به گشتاورهاي مركزي ثابت مي:  رابطه تبديل گشتاورهاي اوليه به گشتاورهاي مركزي- 
   

h
hi

h
x x

m m
n


   

h و در نتيجه براي 1 , , ,1 2 3   :آيد  روابط زير بدست مي4

 يا

 يا يا

 يا يا



 
 
 

 

 19 و اقتصاد سنجيآمار 
 

 
 
 
 

m m

m m m m

m m m m m m

m m m m m m m m

   

    

     

      

1 0 1
2 2

2 1 2 1
3 3

3 1 3 2 1 1
4 2 4

4 1 4 3 1 2 1 1

0

3 2

4 6 3

 

 xآيد كه در آنها صفت متغير  گاهي اوقات از تركيب چند جامعه، جامعه كل بوجود مي:  جامعهkهاي عددي  خص كننده مش- 
باشد، لذا  هاي جزء متفاوت مي هاي عددي در هر يك از جامعه گيري يكسان بوده ولي مشخص كننده داراي واحدهاي اندازه

توان  آيد ومي هاي جزء بدست مي  در جامعهxوزيع صفت  در جامعه كل از تركيب تxقانون توزيع صفت متغير 
kx ام به ترتيب k، .... در جامعه اول، دوم،xاگر صفت متغير . هاي عددي را براي آنها محاسبه كرد كننده مشخص ,...., x , x2 در 1

  :نظر گرفته شود و ميانگين و واريانس براي هر يك از آنها وجود داشته باشد
, ,

k k , k , k

x : n

x : n , ,

. . . .

. . . .

. . . .

x : n

 

 

 

1 1 1 1
22 2 2 2

2

  

  : جامعه مساوي خواهد شد باkآنگاه ميانگين 
i in

n


    

  : جامعه مساوي خواهد شد باkو واريانس 

   i ii i nn
D x

n n

 
  

22
 

knكه درآنها  n n .... n   1   .باشد  مي2
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  توزيعهاي دو بعدي-3
,yت بر روي دو صفت متغير نتايج مشاهدا: دستگاه دو صفت متغير - xزوجهاي مرتب شده را تشكيل  اي از  با هم مجموعه

  .نامند دهند كه دنباله زوجهاي مرتب شده را سري همبستگي مي مي
  :آيد اگر توزيع فراوانيهاي دو صفت را با هم در جدول نشان دهيم، جدول زير بدست مي

. . . . t i

t

t

s s s st s

j t

y y y n

x n n . . . . n n

x n n . . . . n n

. . . . .

. . . . .

. . . . .

x n n . . . . n n

n n n n n

1 3 0

1 11 12 1 10

2 21 22 2 20

1 2 0

0 01 02 0

  

 و در صورتيكه فراوانيها را ستوني با يكديگر xاي صفت   كنيم توزيع حاشيه اگر فراوانيهاي توزيعهاي دو بعدي را سطري جمع
  .آيد  بدست ميyاي براي صفت  جمع كنيم، توزيع حاشيه

 در x صفت  و به تعداد ستونها، توزيع تكي برايy چون به تعداد سطرها توزيع تكي براي صفت : توزيعهاي شرطي-
آيند، آنها   بوجود ميy و با مقدار معيني از صفت xتوزيعهاي دو بعدي وجود دارد و هر يك از آنها به ازاء مقدار معيني از صفت 

  .نامند را توزيعهاي شرطي مي
فت ها و تغييرات توزيعهاي شرطي ص  رابطه بين صفت متغير كه از افزايش يا كاهش يكي از صفت: مفهوم بستگي آماري-

در نتيجه هرگاه با تغيير يكي از صفتهاي متغير، توزيعهاي شرطي صفت . شود آيد، بستگي آماري ناميده مي ديگر بوجودمي
  . متغير ديگر تغيير كند، گويند بستگي آماري بين دو صفت وجود دارد

ي صفت متغير ديگر تغيير هاي متغير، ميانگين توزيعهاي شرط  هرگاه به ازاء افزايش يا كاهش يكي از صفت: همبستگي-
  . همبستگي وجود خواهد داشتy و xكند، بين دو صفت متغير 

  :باشند، لذا  هم ارز نميy و xچون در مفهوم همبستگي، دو صفت 
نامند و بصورت   ميx روي y را رگرسيون x بر حسب y همبستگي صفت - الف xy f xشود  نوشته مي.  
نامند و بصورت   ميyروي x را رگرسيون yبر حسب  x همبستگي صفت- ب yx g yبنابراين اگر با تغيير صفت . نويسند  مي
x  ميانگين توزيعهاي شرطي ، iy y تغيير كنند، همبستگي y روي x وجود دارد و هم چنين اگر با تغيير صفت y ميانگين 

توزيعهاي شرطي  jx x تغيير كنند، دليل بر وجود همبستگي يا رگرسيونx روي yخواهد بود .  
اگر زوجهاي مرتب شده  i ix , yو يا  j jx , y رادر صفحه مختصات مشخص كنيم، از طرز قرار گرفتن نقاط در صفحه

  .آيد باشد، بدست مي مي) نوع معادله رگرسيون( نده رابطه بين دو صفتاي كه بيان كن مختصات، نوع معادله
  :در صورتيكه رابطه رگرسيون به صورت معادله خطي مستقيم باشد، يعني

   x yy f x a bx x g y a b y        
  :آيد روش كمترين توانهاي دوم بدست مي درآن صورت ضرايب آن با استفاده از

  
   

 
 

xy

x

a y bx

x. y
xyx x y ysp cov x, ynb

ss D xx x x
x

n

 

 
   




 
 

2 2
2

 

Y x 

 يا
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بصورت ) معادله خط رگرسيون(  اگر معادله خط همبستگي:رگرسيون طاي معادله خ-
x
y a bx  بيان شده باشد، آنگاه 

خطاي معادله رگرسيون  y.xآيد  از جذر واريانس همبستگي يا واريانس رگرسيون بدست مي:  

y.x

y.x

y a y b xy

n

y a y b xy

n

 
 

 
 

  

  

2
2

2
  

  .كنند  استفاده ميx به ازاء يك مقدار معين از صفت yمعادله رگرسيون براي ارزيابي صفت از خطاي 
y.x xi y.x

x
y y y
i
     

اولاً : شود كه  از ضريب همبستگي استفاده ميy وx به منظور تعيين شدت همبستگي بين دو صفت : ضريب همبستگي-
كند، ثانياً حدود تغييرات ضريب همبستگي همواره بين  گيري تبعيت نمي ضريب همبستگي بعد ندارد يعني از هيچ واحد اندازه

 , 1   .كند  تغيير مي1
  .آيد اندازه ضريب همبستگي به توسط يكي از روابط زير بدست مي

    
   

xy

x y x y

spcov x, y x x y y
b.b

. ss .ss x x . y y

 
    

   



 2 2
 

اگر     .د نداردباشد، همبستگي خطي بين دو صفت وجو0
اگر   1باشد، همبستگي كامل و مستقيم است.  
اگر  1باشد، همبستگي كامل و معكوس است.  

اگر     1   .نامند  باشد، همبستگي را ضعيف و يا شديد مي1
س معادله رگرسيون  از خارج قسمت واريان:تعيين يا ضريب تشخيص ضريب - y.x2 به واريانس y يعني y

در معادله 2
  :آيد بدست ميX بر حسب yرگرسيون 

 ovy.x

y x y

c x, y
R

.

      
  

22
2 2

2 2 2  

كه در اين رابطه  ovC x, yشود كه پراكندگي توأم دو متغير  ، كواريانس ناميده ميxوyو به نام گشتاور دهد   را نشان مي
  .شود م است و بصورت زير محاسبه ميسووهمبستگي نيز م

    x x y y xy
Cov x, y x y

n n

 
     

 نشان x را حول معادله رگرسيون به ميزان تغييرپذيري صفت yضريب تعيين، ميزان تغيير پذيري مقادير مشاهده شده صفت 
 را ناشي از y درصد تغييرات صفت R2 ضرب كنيم و بر حسب درصد بيان نمائيم، آنگاه 100 را در 2يعني اگر . دهد مي

  .دهد  نشان ميxاثرات صفت متغير 
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 تمرينات بخش اول

  
  : در جامعه بصورت زير بدست آمده استxاندازه صفت متغير  - 1

x : , , , , , ,20 18 25 19 16 14 23  
  .ميانگين و ميانه توزيع را محاسبه كنيد

  :دهد  رانشان ميx جدول زير توزيع صفت متغير - 2

ix      4 8 8 12 12 16 16 20 20 24 24 28
5 12 18 15 20 10  

  
  . را محاسبه كنيدxضريب تغييرات 

  : بصورت جدول زير استx توزيع صفت متغير - 3
x     5 5 10 10 15 15 20 20

3 8 12 4 3  

  .را محاسبه كنيدنيم دامنه چاركي توزيع 
xاي ميانگين   اگردر جامعه- 4   و واريانس 50 D x   كه بر طبق رابطه y بدست آمده باشد، ضريب تغييرات 64

y x 2   كند، چقدر است؟  تبعيت ميx از صفت 10
  :پنج سال گذشته بصورت زير بدست آمده است در A نرخ رشد ساليانه سود شركت تجارتي - 5

X : / , / , / , / , /2 9 2 85 2 45 2 15 2 1  
  متوسط نرخ رشد سود ساليانه چقدر است؟

افزايش داشته است، متوسط نرخ رشد قيمت اين كالا دراين دو % 20كاهش و امسال % 20 قيمت كالائي در سال گذشته - 6
  سال چقدر است؟

 رسيده باشد، متوسط نرخ تورم سالانه 1380 درسال 450 به 1378 درسال 200 فروشي از  فرض كنيد شاخص قيمت خرده- 7
  دراين فاصله زماني چقدر بوده است؟

  :كنند  سه دوچرخه سوار، يك مسافت را بصورت زير طي مي- 8
توسط م.  كيلومتر در ساعت 30 كيلومتر در ساعت و سومي با سرعت 20 كيلومتر در ساعت، دومي با سرعت 15اولي با سرعت 

  سرعت آنان چقدراست؟
  . گشتاورهاي مرتبه اول، دوم و سوم اوليه براي صفت متغير بقرار زير بدست آمده است- 9

m m m  1 2 32 85 50  
  .ضريب چولگي توزيع را محاسبه كنيد

ل زير بدست  كارگر در يك واحد صنعتي در يك شيفت كار بصورت جدو32 زمان لازم براي ساختن واحد محصول براي - 10
  .آمده است

i

i

x

n

10 12 12 16 18
2 3 7 12 8  

  

 فراواني

 فراواني

)زمان صرف شده براي ساخت واحد محصول(  

     )تعداد كارگران( 
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  متوسط زمان لازم براي ساختن يك واحد محصول چقدر است؟
  : بصورت جدول زير بدست آمده استy و x توزيع دو صفت متغير - 11

1 2 3 4

0 0 1 3 1 5
2 1 2 3 2 8
4 1 3 3 1 8
6 1 2 1 0 4

3 8 10 4 25

  

  
  . را محاسبه كنيدy وxكواريانس 

  :جامعه بصورت جدول زير است در y وx توزيع دو صفت متغير - 12
i

i

x

y

1 2 3 4 5
1 0 8 7 5 3  

   چقدراست؟y وxهمبستگي بين دو صفت متغير  كواريانس يا گشتاور
  :اي دو بعدي پس از محاسبات لازم، كميتهاي زير بدست آمده است  در جامعه- 13

xy xSpD SSD X y /   706 621 75 125 5  
  . را بدست آوريدX روي yمعادله خط رگرسيون 

در يك جامعه نرمال دو بعدي  - 14 ovC x, y  20 ، x 2 y و25 2 ضريب همبستگي بين دو .  بدست آمده است36
  . را محاسبه كنيدy و xصفت 

  :اند  در جامعه نرمال دو بعدي، كميتهاي زير محاسبه شده- 15
y x, , R /    236 25 0 72  

   كدام است؟x روي yون يسضريب زاويه خط رگر

 جمع

 جمع

y 
x 





  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  دوم মࡑش 
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  نظريه احتمال
  
روند، بهمين   نظريه احتمال بر پايه دو مفهوم حادثه و آزمايش استوار است و بعنوان مفاهيم اوليه بكار مي: مفاهيم اساسي-

  :كنند يدليل آنها را تعريف نكرده، بلكه بصورت زير توصيف م
  .اي كه درنتيجه آزمايش، وقوع يا عدم وقوع آن بتواند مورد بحث قرار گيرد، حادثه ناميده ميشود هرنمود يا پديده: حادثه

  .برقرار كردن مجموعه شرطهاي معين كه بطور مكرر و به تعداد دلخواه زيادي عملي گردد، آزمايش نامند: آزمايش
  :افتد ورت زير اتفاق ميحادثه درنتيجه آزمايش به يكي از سه ص

   حادثه تصادفي- 3   حادثه غير ممكن- 2     حادثه يقين- 1
نامند و با   اندازه امكان وقوع هر حادثه را احتمال آن حادثه مي: تعريف احتمال حادثه- P Aدهند  نشان مي.  
ندو اين عناصر دلخواه، تمامي نتايج ممكن آزمايش هستند نام اي از عناصر دلخواه را فضاي نمونه مي  مجموعه: فضاي نمونه-

  .نامند يا بعبارتي مجموعه تمامي حوادث ساده را در يك آزمايش فضاي نمونه مي
  .گردد  اندازه امكان وقوع حادثه به يكي از سه صورت زير محاسبه مي

ايه هم احتمال بودن حوادث ويا هم امكان تعريف كلاسيك احتمال بر پ:  محاسبه احتمال بر اساس تعريف كلاسيك احتمال- 
  :شود بودن حوادث بصورت زير بيان مي

  :آيد  به تعداد تمامي نتايج ممكن آزمايش بدست ميA از خارج قسمت تعداد حالات مساعد بر حادثه Aاحتمال حادثه 
  A

P A   
 

رود و از  ماري احتمال براي حوادثي كه هم احتمال نباشند بكار مي تعريف آ-  محاسبه احتمال بر اساس تعريف آماري احتمال- 
ها تعيين كرد، بنابراين  توان پس از انجام آزمايش شود، زيرا فراواني نسبي را فقط مي خاصيت فراواني نسبي حادثه استفاده مي

كند  دازه امكان وقوع حادثه را بيان ميكند كه آن عدد، ان در تكرار زياد آزمايشها، فراواني نسبي حادثه به سمت عددي ميل مي
  :شود و احتمال آن حادثه ناميده مي

   
n

m
P A f A

n
   

  :شود اين تعريف بر اساس قانون اعداد بزرگ ضعيف بصورت برنولي، بيان مي

n

m
lim p p

n

 
    

 
1  

  .كند احتمال حادثه ميل ميها، فراواني نسبي حادثه به سمت  يعني يقيناً در تكرار زياد آزمايش
  و بر همين اساس قانون اعداد بزرگ قوي بر نولي بصورت

n

m
P lim P

n

   
 

1  
  .  گردد، يك حادثه يقين استpشود، يعني هرگاه حد فراواني نسبي حادثه برابر  تعريف مي

ه آزمايش شمارش ناپذير باشد، در اين اگر تعداد وقوع حوادث در نتيج:  محاسبه احتمال بر اساس تعريف احتمال هندسي- 
  .نامند صورت خارج قسمت اندازه امكان وقوع حادثه مورد نظر به اندازه امكان نتايج كل آزمايش را احتمال هندسي مي

 تعداد حالات مساعد بر حادثه
 تعداد تمامي نتايج ممكن
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   
 

 
 

mes A A
P A

mes S S
   

   اصول متعارف احتمال-
  :كند  تغيير مي1 احتمال حادثه بين صفر تا - 1

 P A 0 1 
  :مساوي يك است) گروه كامل حوادث(  مجموع احتمالها در فضاي نمونه- 2

 
n

i
i

P A



1

1 

 نسبت به يكديگر ناسازگار باشند، در اين صورت، احتمال اجتماع دو حادثه مساوي است با اجتماع B و A اگر دو حادثه - 3
  :احتمال آن دو حادثه

     P A B P A P B    
   قضاياي احتمالات2-1
 با C و B باشد، بطوريكه حوادث C و B قابل تجزيه به حوادث جزئي مانند Aاگر حادثه :  قضيه عمومي حاصل ضرب احتمالها- 

  :نويسند هم بتوانند اتفاق بيفتند، در اين صورت آنرا بصورت حاصلضرب دو حادثه مي
A BC B C    

  :خواهد شد با مساوي Aو احتمال حادثه 
       P A P B C P B .P C B    

و  P C B را احتمال شرطي حادثه C بر حسب Bنامند و اين در حالت دو حادثه   ميB و C نسبت به يكديگر وابسته هستند 
  : مساوي خواهد شد باAاحتمال حادثه .  نسبت به يكديگر مستقل باشندC و Bو درحاليكه دو حادثه 

       P A P B C P B .P C    
  .قضيه فوق قابل تعميم براي بيش از دو حادثه است

 باشد، بطوريكه در نتيجه آزمايش، Cو B قابل تجزيه به حوادث جزء مانند Aاگر حادثه :  قضيه عمومي حاصل جمع احتمالها- 
حداقل يكي از حوادث C Bصورت حادثه درآن.  بتواند اتفاق بيفتد Aآيد و احتمال   از اجتماع حوادث جزء بدست مي

  : برابر است باAحادثه 

       
A B C B C

P A P B P C P BC

  

  

  

 نسبت به يكديگر، C و B نسبت به يكديگر سازگارند، ولي در صورت ناسازگار بودن حوادث C و Bدر اين حالت دو حادثه 
  :آيد  بدست ميC و B از اجتماع احتمالهاي حوادث Aاحتمال حادثه 

     P A P B P C   
  .باشد قضيه فوق قابل تعميم براي بيش از دو حادثه مي

sH قابل تجزيه به حوادث جزء مانند Hاگر حادثه :  قضيه احتمال متوسط-  ,.......H , H2  باشد، كه دو به دو نسبت به يكديگر 1
  : اتفاق بيفتد، درآن صورتiHحوادث  بتواند با هر يك ازAناسازگارند و حادثه 

     i iP A P H .P A H   
 وقوع كرده باشد، احتمال اينكه اين Aچنانچه در قضيه بالا، درنتيجه آزمايش، حادثه ): قضيه بيس( ها  قضيه احتمال فرضيه- 

ام iحادثه براي فرضيه،  iHفتاده باشد، مساوي است با احتمال فرضيه  اتفاق اi ام در احتمال حادثه A  بشرط فرضيهi ام
  :تقسيم بر احتمال متوسط

     
 

   
   

i i i i
i

i i

P H .P A H P H .P A H
P H A

P A P H .P A H



 

اندازه امكان وقوع حادثه
  حادثه  كلاندازه امكان وقوع

 يا
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 اگر احتمال حادثه همواره ثابت باشد و برابر ):فرمول برنولي(  آزمايشهاي تكراري - P A P و آزمايش را n بار 
  :آيد بار حادثه مورد نظر وقوع كند، از فرمول برنولي بدست ميm آزمايش مستقل از هم، n كنيم، احتمال اينكه درتكرار

  m n m
n

n
P m P q m , , ,....., n

m
 

  
 

01 2  

  . احتمال عدم وقوع حادثه استqكه درآن 
 p A P q  1  

حاسبه آن بر اساس فرمول برنولي مشكل خواهد بود،  عددنسبتاً بزرگي باشد، مn در صورتي كه : فرمول مجانبي لاپلاس-
، nشود كه با افزايش  توان احتمال حادثه را بدست آورد، زير ثابت مي ولي بر اساس قضاياي حدي، از فرمول مجانبي لاپلاس مي

اين احتمال  
n
p mشود  تقريباً بر طبق قانون نرمال توزيع مي:  

   
u

nP m u , e
npq npq


  



2

21 1 1
2

 

بار تكرار كنيم، احتمال n باشد و آزمايش را P اگر احتمال حادثه همواره ثابت و برابر : موآور- قضيه انتگرالي لاپلاس-
اينكه تعداد وقوع حادثه  m بين m1 تاm2 است با تابع لاپلاس به ازاء  بار وقوع كند، مساويU2 منهاي تابع لاپلاس به ازاء 

U1يعني :  
     P m m m U U     1 2 2 1  

  . هستندm2 و m1 متغيرهاي استاندارد شده U2و U1كه دراين رابطه 
m np m np

U U
npq npq

 
 1 2

1 2  

  .آيند  مي تابع لاپلاس بصورت زير بدستو

 
u

u
U e du


 


2

0 2
0

1
2

 

  .آيد  مي محاسبه شده است و با استفاده از آن، احتمال حادثه  بدستuكه در جدولي به همين نام به ازاء مقادير مختلف 
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  مرينات بخش دومت

  
كنيم احتمال اينكه هر دو مهره هم رنگ   مهره بطور تصادفي انتخاب مي2 مهره قرمز، 3 مهره سفيد، 5اي محتوي   از جعبه- 1

  باشند، چقدراست؟
نفر آنها مرد و بقيه زن هستند از اين مؤسسه دو نفر را بطور تصادفي 12 نفر پرسنل است كه 20 يك مؤسسه توليدي داراي - 2
  كنيم، احتمال اينكه يك مرد و يك زن انتخاب شود، چقدراست؟ تخاب ميان
شود، احتمال اينكه حداقل يك تير بهدف اصابت كند،  به هدف دوبار تيراندازي مي.  است9/0 احتمال اصابت تير بهدف - 3

  چيست؟
.  استCمتعلق به كارخانه % 50 و Bمتعلق به كارخانه% A ، 20متعلق به كارخانه % 30 از لوازم يدكي موجود درانبار - 4

 است اگر يك قطعه به C 06/0 و براي كارخانه B ، 04/0 براي كارخانه A ،05/0احتمال خرابي لوازم يدكي براي كارخانه
  تصادف انتخاب كنيم احتمال خراب بودن آن چقدراست؟

 است، احتمال اصابت تير بهدف 875/0 بار تيراندازي، حداقل يك تير بهدف اصابت كند، مساوي 3 احتمال اينكه در - 5
  چقدراست؟

 محصول را بطور 100 است، تعداد 8/0 احتمال اينكه محصول توليد شده، توسط يك دستگاه اتومات، استاندارد باشد - 6
   باشد، چقدراست؟90 تا 75كنيم، احتمال اينكه تعداد محصولات استاندارد بين  تصادفي انتخاب مي

 اگر - 7 P A 
1
و 3 P B 

1
 و 5 P A B 

1
 باشد 3 P A Bرا محاسبه كنيد .  
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