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   ولف  مقدمه

 

 ادی گیری و تجزیه و تحلیل روابط بین متغیّرهای اقتصای از علم اقتصاد است که به اندازهاقتصادسنجی شاخه

به عبارتی،  شده سر و کار دارد های مشاهده  های اقتصادی با استفاده از داده مند پدیده قتصادسنجی با مطالعه نظامپردازد.امی

باشد و در نجا که مباحث اقتصادسنجی وسیع و گسترده میآاز  های اقتصادی است. های آماری از مدل اقتصادسنجی علم تحلیل

شود در یک متن ه به عنوان اقتصادسنجی شناخته میآوری تمام آنچجمعباشد، حول و پیشرفت میعین حال همواره در حال ت

باشد، نوع ارائه مطالب و رسد. آنچه مشخص است، آن است که بر اساس آنچه مورد علاقه مولف میدرسی غیر ممکن به نظر می

لازم است برای آمادگی در آزمون مورد مطالعه قرار گیرند و همین موضوع انتخاب مطالبی را که  شود.بیان آنها پوشش داده می

با مشکل روبرو کرده است.کتاب فوق در مجالی اندک و با هدف آمادگی داوطلبان برای شرکت در آزمون دکتری آماده شده 

نظور ارائه مطالب مهم به م ،ارائه شود. هدف اصلی کتاب فوق اقتصادسنجیاست و سعی شده است که مطالب جامعی از 

آمار در فصل دوم  بندی شده است. در فصل اولفصل اصلی طبقه هفتباشد. این کتاب در آمادگی در آزمون دکتری می

وم به گسترش یم اساسی آن ارائه شده است. فصل سرگرسیون کلاسیک خطی دو متغیره مورد بررسی قرار گرفته است و مفاه

یک رگرسیون، در فصل چهارم موارد نقض فروض کلاس ن اختصاص داردمدل رگرسیون کلاسیک و الگوی چند متغیره رگرسیو

دو روش دیگر برآورد پارامترهای مدل  پنجم. در فصل  اند.نین راههای تشخیص و رفع آنها ارائه شدهنتایج نقض فروض و همچ

 شم الگوهای سری زمانیاند. در فصل شرگرسیون یعنی روشهای حداکثر درستنمایی و حداقل مربعات تعمیم یافته معرفی شده

در انتها مجموعه  اند.به مبحث سیستم معادلات همزمان و روشهای برآورد آن اختصاص دارد. معرفی شده هفتمفصل  در 

 سؤالات دکتری آزاد با حل آنها جهت تقویت بیشتر دانشجویان با حل عددی و تشریحی بیان شده است. 

  حسین نصیری

 





 

 

 صفحه فهرست

 توصیفی فصل اول: آمار 

 12 ................................................................................................................................................................................ های مرکزی مشخص کننده-1-1

 12 .............................................................................................................................................................................. های پراکندگیکنندهمشخص-1-2

 13 ................................................................................................................................................................. های نسبی پراکندگیمشخص کننده-1-3

 14 ........................................................................................................................................................................................................ گشتاورهای اولیه -1

 14 ................................................................................................................................................................................................... گشتاورهای مرکزی -2

 15 ...................................................................................................................................................................................................... های دوبعدیتوزیع-3

 17 .................................................................................................................................................................................................................... نظریه احتمال

 27 .................................................................................................................................................................................................................. استنتاج آماری

 31 ....................................................................................................................................................................................................................... هازنتخمین

 35 .................................................................................................................................................................................................های آماریآزمون فرضیه

 37 .......................................................................................................................................................................................... ری پارامتریکهای آماآزمون

 41 ............................................................................................................................................... آزمون فرضیه یکسان بودن پارامترها در چند جامعه

 43 .......................................................................................................................................... آزمون یکسان بودن نسبت در جامعه یا آزمون استقلال

 متغیره دوکلاسیک رگرسیون خطی  مدل :دومفصل ( 1

 45 ( مفهوم رگرسیون1-1

 46 ( رگرسیون دو متغیّره1-2

 47 ( مفهوم خطی بودن1-3

 48 ( روش حداقل مربعات معمولی1-4

 50 ( فروض کلاسیک رگرسیون1-5

 52 ( خواص برآورد کننده های حداقل مربعات1-6

 53 ( خوبی برازش1-7

 55 ( ضریب همبستگی1-8

 55 ( رگرسیون از مبدا مختصات1-9

 56 ( اثر تغییر مقیاس بر ضرایب رگرسیون1-10

 57 ( شکل تبعی مدل رگرسیون1-11

 59 ( توزیع احتمال جزء اخلال1-12

 59 ( برآورد فاصله اطمینان1-13

 62 ( آزمون فرضیه1-14

 62 طمینان( آزمون فرضیه بر اساس فاصله ا1-14-1

 63 ( آزمون فرضیه بر اساس آزمون معنیداری1-14-2

 65 ( آزمون معنی داری رگرسیون1-15

 66 ( پیش بینی1-16



 

 متغیره  چند مدل رگرسیون خطی کلاسیک  :  سوم( فصل 2

 83 متغیره k( مدل رگرسیون 2-1

 83 متغیّره k( روش حداقل مربعات در مدل 2-2

 85 ( تجزیه حداقل مربعات2-3

 86 ( بیان روابط بصورت انحراف از میانگین2-4

 87 ( ضرایب همبستگی جزئی در رگرسیون چند متغیّره2-5

 88 ( فرضیات رگرسیون خطی در الگوی چند متغیّره2-6

 89 متغیره k( میانگین و واریانس ضرایب  رگرسیون 2-7

 91 متغیره k ( استنباط آماری در رگرسیون 2-8

 94 مقیدّ( برازش رگرسیون 2-9

 95 متغیره k( آنالیز واریانس در مدل 2-10

 105 سوالات فصل سوم 

 آزمونهای فروض کلاسیک و نقض آنهاچهارم: فصل 

 112 کیکلاس فروض نقض( 4-1

 112 هم خطی(  4-2

 113 هم خطیو مشکلات  جینتا( 4-3

 113 هم خطی کشف( 4-4

 114 انسیوار یناهمسان( 4-5

 115 انسیوار یناهمسان جینتا( 4-6

 116 یناهمسان انسیوار یآزمونها( 4-7

 116 تیوا آزمون( 4-7-1

 117 یگادفر/ گانیپ – بروش آزمون( 4-7-2   

 117 کوانت – گلدفلد آزمون( 4-7-3

 118 پارک آزمون( 4-7-4   

 118 انسیوار یناهمسان رفع( 4-8

 118 است معلوم انسیوار که وقتی( 4-8-1

 118 است مجهول انسیوار  که وقتی(  4-8-2

 120 یهمبستگ خود( 4-9

 120 یهمبستگ خود کشف یها آزمون( 4-10

 120 واتسون نیدورب آزمون( 4-10-1

 121 سیوال آزمون( 4-10-2

 122 نیدورب-h آزمون(  4-10-3



 

 123 یهمبستگ خود رفع( 4-11

 123 یخودهمبستگ ساختار بودن معلوم( 4-11-1

 123 یخودهمبستگ ساختار بودن مجهول( 4-11-2

 124 حیتصر یخطا( 4-12

 125 حیتصر یخطا یآزمونها( 4-13

 125 ( چاو آزمون)  پارامترها ثبات مونزآ(  4-13-1

 126 پارامترها ثبات یابر دیمق ونیرگرس آزمون( 4-13-2

 126 یرمز آزمون( 4-13-3

 127 نکات

 130 سوالات فصل چهارم 

 (GLS( و حداقل مربعات تعمبم یافته )MLبرآوردیابهای حداکثر درستنمایی): پنجمفصل 

 ML) 135( برآوردیابهای حداکثر درستنمایی)3-1

 136 ( ماتریس اطلاعات3-2

 136 ( برآوردیاب حداکثر درست نمایی در مدل دو متغیّره3-3

 137 ییراستنما حداکثر روش به رهیّمتغ k ونیرگرس برآورد( 3-4

 MLE 138 یابهایبرآورد خواص( 3-5

 139 ییدرستنما نسبت آزمون( 3-6

 139 والد آزمون( 3-7

 140 لاگرانژ آزمون( 3-8

 142 (GLS) افتهی میتعم مربعات حداقل روش( 3-9

 144 حداقل مربعات تعمیم یافته هایی برآوردیابها یژگیو( 3-10

 145 سوالات فصل پنجم 

 ششم: سریهای زمانیفصل 

 147 یزمان یهایسر( 6-1

 148 یاساس میمفاه( 6-2

 148 رهیمتغ تک یزمان یهایسر

 148 اول مرتبه حیتوض خود ندیفرآ(  6-3

 149 دوم مرتبه حیتوض خود ندیفرآ( 6-4

 150 امp مرتبه حیتوض خود ندیفرآ( 6-5

 150 اول مرتبه متحرک نیانگیم ندیفرآ(  6-6

 q 151 مرتبه متحرک نیانگیم ندیفرآ(  6-7

 ARMA(p,q) 151اول مرتبه رکمتح نیانگیم حیتوض خود ندیفرآ( 6-8

 152 ییمانا آزمون( 6-9



 

 152 یهمبستگ نمودار اساس بر ییمانا آزمون(  6-9-1

 153 فولر -یکید آزمون(  6-9-2

 153 نزیجنک -باکس یمتدولوژ( 6-10

 155 نکات 

 161 سوالات فصل ششم

 : سیستم معادلات همزمانهفتمفصل 
 163 ............................................................................................................................................................................. همزمان معادلات ستمیس( 5-1

 164 ............................................................................................................................................................................................... صیتشخ مساله( 5-2

 167 ................................................................................................................................................. همزمان معادلات یسیماتر و یعموم فرم( 5-3

 167 ............................................................................................................................................................................ شده خلاصه فرم معادلات( 5-4

 168 ............................................................................................................................................................. همزمان معادلات نیتخم یروشها( 5-5

 168 ........................................................................................................................................................ یمعمول مربعات حداقل روش(  5-5-1

 169 ................................................................................................................................................. میمستق ریغ مربعات حداقل روش( 5-5-2

 169 ............................................................................................................................................................................. یابزار ریّمتغ روش( 5-5-3

 SLS2 .................................................................................................................................... 170یامرحله دو مربعات حداقل روش( 5-5-4

 180 ....................................................................................................................................................................................................... سوالات فصل هفتم 

 184 .............................................................................................................................................................................. مجموعه سئوالات دکتری آزاد 

 184........................................................................................................................................................................... 82اقتصادسنجی سال سوالات آمار و 

 189........................................................................................................................................................................... 83سوالات آمار و اقتصادسنجی سال 

 194........................................................................................................................................................................... 84سوالات آمار و اقتصادسنجی سال 

 202........................................................................................................................................................................... 86سوالات آمار و اقتصادسنجی سال 

 207........................................................................................................................................................................... 87سوالات آمار و اقتصادسنجی سال 

 210........................................................................................................................................................................... 88سوالات آمار و اقتصادسنجی سال 

 216........................................................................................................................................................................... 89سوالات آمار و اقتصادسنجی سال 

 224........................................................................................................................................................................... 90ادسنجی سال سوالات آمار و اقتص

 230 ...................................................................................................................................................................... % اول(25آزمون اول خودسنجی ماهان )

 232 .................................................................................................................................. % اول(25پاسخنامه تشریحی آزمون اول خودسنجی ماهان )

 235 ........................................................................................................................................................................ %دوم(25آزمون دوم خودسنجی ماهان)

 237 ................................................................................................................................. % دوم(25پاسخنامه تشریحی آزمون دوم خودسنجی ماهان )

 240 .................................................................................................................................................................... % اول(50آزمون سوم خودسنجی ماهان )

 242 ................................................................................................................................ % اول(50مون سوم خودسنجی ماهان )پاسخنامه تشریحی آز

 245 ................................................................................................................................................................ %سوم(25آزمون چهارم خودسنجی ماهان )

 247 ........................................................................................................................... % سوم(25پاسخنامه تشریحی آزمون چهارم خودسنجی ماهان )

 250 .................................................................................................................................................................. % دوم(50آزمون پنجم خودسنجی ماهان )

 252 ................................................................................................................................%دوم(50پاسخنامه تشریحی آزمون پنجم خودسنجی ماهان )

 255 ................................................................................................................................................................. ل(آزمون ششم خودسنجی ماهان )جامع او

 257 ............................................................................................................................. پاسخنامه تشریحی آزمون ششم خودسنجی ماهان )جامع اول(

 260 ................................................................................................................................................................. آزمون هفتم خودسنجی ماهان )جامع دوم(

 262 ............................................................................................................................. پاسخنامه تشریحی آزمون هفتم خودسنجی ماهان )جامع دوم(

 273 .......................................................................................................................................................... 99الی   96تست های کنکور سراسری از سال 

297 ............................................................................................................................................................................................................................ منابع



 

 

 

 یآمار توصیف

 

علم آمار نیز مانند سایر علوم بر پایه یک سری از مفاهیم بنا شده است که به مفاهیم اولیه معروفند و مفاهیم اساسی آمار: 

 شوند: بدون تعریف، پذیرفته شده و بصورت زیر توصیف می

 ماری گویند.به کلیه عناصر، افراد و یا اشیاء که حداقل در یک خاصیت مشترک باشند، جامعه آ جامعه آماری: -

 شود. به خاصیت یا خواصی که در همه عناصر، افراد یا اشیاء مشترک است، صفت مشخصه گفته می صفت مشخصه: -

خاصیت یا خواصی که از یک عنصر به عنصر دیگر، از یک فرد به فرد دیگر جامعه تغییر کند، صفت متغیر  صفت متغیر: -

 شود. نامیده می

ای تعریف کرد، صفات  اندازه تعریف کرد، صفات متغیر کمی و صفاتی را که نتوان برای آنها اندازه صفاتی را که بتوان برای آنها

 کیفی نامند.

 صفات متغیر کمی یا گسسته )نا پیوسته ( هستند یا پیوسته.

کنند.  دی میبن بسته به اینکه صفت متغیر، گسسته یا پیوسته باشد، آنها را با توجه به ماهیتشان طبقه بندی صفات: طبقه -

 آورند. کنند و توزیع صفت را بر حسب فراوانی مطلق بدست می در حالت گسسته آنها را به ترتیب صعودی یا نزولی مرتب می

 آورند. بندی کرده و توزیع صفت متغیر را بر حسب فراوانی مطلق بدست می در حالت پیوسته بودن صفت، آنها را در فاصله طبقه

توان از نمودارها استفاده کرد. برای صفات متغیر نا پیوسته از  چگونگی توزیع صفت متغیر، می: برای بیان نمودارها -

 شود. گون( استفاده می ای و چند گوش ) پلی نمودارهای میله

 شود. و برای صفات متغیر پیوسته از نمودار هیستوگرام ) بافت نگار( استفاده می

 شود. ای استفاده می گون و یا دایره پلیای یا  و برای صفات کیفی از نمودارهای میله

 تجاوز نکند:ixرا گویند که از  xبرابر فراوانی تمامی مقادیر صفت  ixفراوانی تجمعی مربوط به  فراوانی تجمعی) انباشته(: -

   i iF x n x x  

را فراوانی تجمعی نسبی در  ixتا نقطه  xوانی تجمعی نسبی از جمع فراوانیهای نسبی صفت فرا فراوانی تجمعی نسبی: -

 نامند: ixنقطه 

   
 i

i i

n x x
F x f x x

n


    

 گیری و مقیاس آنها مفهوم اندازه -

 گیری صفات در جامعه است. باشد و آنهم اندازه های آماری می در اجرای یک تحقیق آماری، اولین مرحله، مشاهده داده

 «شود گیری نامیده می نسبت دادن اعداد به عناصر یا افراد جامعه بر طبق قواعد معینی، اندازه»
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 های عددی)آماری( کننده مشخص -2

 روند. کار می)پارامترهائی( هستند که برای مقایسه بین چند جامعه ب های عددی، کمیتهائی کننده مشخص

 شوند: بندی می و در سه گروه زیر طبقه

گیری صفت متغیر تبعیت  کنند و از واحد اندازه که مرکز تمرکز توزیع صفت را بیان می های مرکزی: کننده مشخص -1-1

 دارند. مهمترین آنها عبارتند از:

 آید: ه دست میکه از مجموع متغیرها به حجم جامعه ب میانگین حسابی یا متوسط حسابی: نکته:

ix
x

n

 

 در صورتیکه جدول بر حسب فراوانی مطلق یا فراوانی نسبی باشد، میانگین حسابی بصورت:

 

i i
i i

n x
x x f x

n
 


 

iمحاسبه میشود که به میانگین وزنی معروفند. که دراین رابطه 
i

n
f

n
 باشد. ر میفراوانی نسبی صفت متغی 

 خواص میانگین:نکته: 

aمیانگین اعداد ثابت، خود عدد ثابت است:   -1
a

n


 

 کم یا اضافه خواهد شد. a را کم یا اضافه کنیم از میانگین هم به اندازه aاگر از متغیرها، عدد ثابتی مانند  -2
 ix a

x a
n


 

  

تقسیم  kضرب و یا بر عدد ثابت  kضرب یا تقسیم کنیم، میانگین هم در عدد ثابت  kد ثابتی مانند اگرمتغیرها را در عد -3

 شود: می

 
i

i

x

kx xk
kx

n n k

 
 
 

 


  

 مجموع انحرافات متغیرها از میانگین مساوی صفر است: -4

   )xx(f)xx(n)xx( iiiii  

ا شاخص بیان شده باشند، در این صورت، متوسط متغیرها اگر متغیرها بصورت نسبت یا درصد و ی میانگین هندسی: نکته:

 شود. بصورت میانگین هندسی محاسبه می

)x(x,...,x,x,xx i
n

nG  321 

گیری تبعیت کند، دراین  ارتباط با زمان باشد و از دو واحد اندازه اگر صفت متغیر در میانگین همساز ) هارمونیک(: نکته:

 شود: از میانگین همساز استفاده می صورت برای محاسبه میانگین صفت متغیر،




i

i

H

x
n

n
x

1
  یا 




i

H

x

n
x

1
 

 همواره بین میانگین حسابی، میانگین هندسی و میانگین هارمونیک رابطۀ زیر برقرار است:

H G Mx x x  
 های پراکندگی مشخص کننده -1-2

 اختلاف بزرگترین متغیر و کوچکترین متغیر را دامنه تغییرات نامند: :(Range)یراتدامنه تغییرات یا فاصله تغی نکته:

 یا
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max minR X X  
هائی که حد پایین یا حد بالای آنها نامعلوم برای اندازه پراکندگی توزیعهای باز) توزیع انحراف چارکی) نیم دامنه چارکی(: -

 شود: است(. محاسبه می

2
13 QQ

Q


 

  nاز مجموع قدر مطلق اختلاف متغیرها از میانگین تقسیم بر میانگین قدر مطلق انحرافات ) انحراف متوسط(: نکته:

 آید: )حجم جامعه( بدست می

n

xxn
D.M

ii 
  یا

n

xx
D.M

i 
 

 نامند: س میمیانگین مجذور انحرافات متغیرها از میانگین را واریان واریانس: نکته:

( )
( )

i ix x x
D x x

n n



   

 2 2
2 2 

 در صورتیکه توزیع صفت متغیر بر حسب فراوانی بدست آمده باشد، واریانس مساوی خواهد شد با:

2
22

2 x
n

xn

n

)xx(n
)x(D

iiii





 

عنوان معیار پراکندگی  مین جهت از آن جذر گرفته و بهه شود، به گیری صفت متغیر بیان می واریانس با مجذور واحد اندازه

 آورند. مناسب بدست می

 باشد: آید و هم بعد صفت متغیر می از جذر واریانس بدست می انحراف معیار) انحراف استاندارد(: نکته:

)x(D 

 خواص واریانس:نکته:
  )a(D                                                 واریانس عدد ثابت مساوی با صفر است.                                       -1

را اضافه کنیم، در مقدار واریانس تأثیری  aرا کم و یا به متغیرها عدد ثابتی مانند  اگر از متغیرها عدد ثابتی مانند  -2

                                                                                  نخواهد داشت:                                D X a D x  

X(Dk)kx(D(            ضرب خواهد شد:         2kضرب کنیم، واریانس در  kدر عدد ثابتی مانند  اگر متغیرها را -3 2          

 تقسیم خواهد شد: 2kتقسیم کنیم، واریانس بر  Kاگر متغیرها را بر عدد ثابتی مانند  -4

)X(D
KK

X
D 2

1








  

 های نسبی پراکندگی کننده مشخص -1-3

از خارج قسمت انحراف معیار  ضریب تغییرات: -   به میانگین X گیری مجرد است: آید و از واحد اندازه بدست می 

100



X

V.C  

 دهد. ضریب تغییرات، درصد تغییرات متغیرها را حول میانگین نشان می

شود که از دقت  با استفاده از روابط بین سه مشخص کننده مرکزی، ضریب چولگی پیرسن محاسبه می ضریب چولگی: -

 رخوردار نیست:بالائی ب






MOX
As 

 در صورتیکه متغیر دارای چولگی ملایم باشد، همواره رابطه زیر بین سه مشخصه مرکزی برقرار است:
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)MeX(MOX  3 

)(تر، ضریب چولگی از خارج قسمت گشتاور مرکزی مرتبه سوم ولی برای محاسبه دقیق 3  3بهشود: استفاده می 

3
3




A  

 شود: بصورت زیر محاسبه می 3که درآن 

n

)xx(n

n

)xx( iii  





3

3

3

3 یا  

ضریب چولگی ممکن است مثبت و یا منفی بدست آید. اگر مثبت باشد، توزیع دارای چولگی راست و در صورتی که منفی 

Aباشد. اگر  چولگی چپ می باشد، توزیع دارای  A/10گردد، توزیع متقارن است. اگر  0   باشد، توزیع تقریباً قرینه است و

5010اگر  /A/  50باشد، توزیع دارای چولگی ملایم و اگر/A  .باشد، توزیع شدیداً چولگی دارد 

آید و معمولاً کشیدگی توزیعها را با توزیع  بدست می 4از خارج قسمت گشتاور مرکزی مرتبه چهارم به ریب کشیدگی:ض -

 بصورت: باشد، لذا ضریب کشیدگی می 3کنند و از طرفی ضریب کشیدگی توزیع نرمال مساوی با  نرمال مقایسه می

34
4 




K 

باشد، توزیع از نرمال کوتاهتر است. در  Kباشد، کشیدگی توزیع به اندازه نرمال است و اگر Kشود. اگر  محاسبه می

 د:آی تر است. گشتاور مرکزی مرتبه چهارم بصورت زیر بدست می باشد، توزیع از توزیع نرمال کشیدهKصورتیکه 

n

)xx(n

n

)xx( iii  





4

4

4

4 یا  

 هائی هستند حول مرکز ثقل توزیع با مراتب مختلف. گشتاورها، میانگین گشتاورها: -

 کنیم: تواند مبدأ مختصات)صفر( و یا میانگین حسابی باشد، لذا دو نوع گشتاور دراینجا تعریف می چون مرکز ثقل توزیع می

 شوند: بدأ صفر بصورت زیر محاسبه میم یا گشتاورهای نسبت بهگشتاورهای اولیه:  -1




 h
iih

h
ii

h

h

h xfm
n

xn
m

n

x
m یایا  

 مبدأ صفر مساوی است با: و گشتاورهای مرتبه اول تا چهارم نسبت به

4
4

4
3

3

3

2
2

21

x
n

x
mx

n

x
m

x
n

x
mx

n

x
m

ii

i









 

 

 که به گشتاورهای توانی یا میانگینهای توانی معروفند.

 شوند: صورت زیر محاسبه میمبدأ میانگین که به  یا گشتاورهای نسبت بهگشتاورهای مرکزی:  -2

( ) ( )
( )

h h
i i i h

h h h i i

x x n x x
f x x

n n
  

 
   
 

  

 آیند: و گشتاورهای مرتبه اول تا چهارم نسبت به مبدأ میانگین بصورت زیر بدست می







n

)xx(
1  

 یا یا
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)x(D
n

)xx( i




 2

2  

n

)xx( i 


3

3  

n

)xx( i 


4

4  

شود که  گشتاورهای مرکزی: برای تبدیل گشتاورهای اولیه به گشتاورهای مرکزی ثابت میرابطه تبدیل گشتاورهای اولیه به  -

h
h

i
h )mm(

n

)xx(
1



  4321و در نتیجه برای ,,,h  آید: روابط زیر بدست می 

  )mm( 11  
2
12

2
12 mm)mm(   

( )m m m m m m     3 3
3 1 3 2 1 13 2  

4
1

2
12134

4
14 364 mmmmmm)mm(   

 توزیعهای دو بعدی-3

,yدستگاه دو صفت متغیر: نتایج مشاهدات بر روی دو صفت متغیر  - x ای از زوجهای مرتب شده را تشکیل  با هم مجموعه

 نامند. دهند که دنباله زوجهای مرتب شده را سری همبستگی می می

 آید: نشان دهیم، جدول زیر بدست می اگر توزیع فراوانیهای دو صفت را با هم در جدول

nn...nnn

nn...nnx

nn..nnx

nn...nnx

ny...yy

tj

sstsss

t

t

it











21

21

20222212

1112111

31

 

و در صورتیکه فراوانیها را ستونی با یکدیگر  xای صفت  کنیم توزیع حاشیه  اگر فراوانیهای توزیعهای دو بعدی را سطری جمع

 آید. بدست می yای برای صفت  جمع کنیم، توزیع حاشیه

در  xو به تعداد ستونها، توزیع تکی برای صفت  yرها توزیع تکی برای صفت چون به تعداد سط های شرطی:توزیع -

آیند، آنها  بوجود می yو با مقدار معینی از صفت  xتوزیعهای دو بعدی وجود دارد و هر یک از آنها به ازاء مقدار معینی از صفت 

 نامند. را توزیعهای شرطی می

های شرطی صفت ها و تغییرات توزیع از افزایش یا کاهش یکی از صفت رابطه بین صفت متغیر که مفهوم بستگی آماری: -

های شرطی صفت شود. در نتیجه هرگاه با تغییر یکی از صفتهای متغیر، توزیع آید، بستگی آماری نامیده می دیگر بوجودمی

 متغیر دیگر تغییر کند، گویند بستگی آماری بین دو صفت وجود دارد. 

های شرطی صفت متغیر دیگر تغییر های متغیر، میانگین توزیع ه ازاء افزایش یا کاهش یکی از صفتهرگاه ب همبستگی: نکته:

 همبستگی وجود خواهد داشت. yو  xکند، بین دو صفت متغیر 

 باشند، لذا: هم ارز نمی yو  xچون در مفهوم همبستگی، دو صفت  نکته:

امند و بصورت ن می xروی  yرا رگرسیون  xبر حسب  yهمبستگی صفت  -الف xy f x شود. نوشته می 

x
y
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نامند و بصورت  می yروی xرا رگرسیون  yبر حسب  xهمبستگی صفت -ب yx g y نویسند. بنابراین اگر با تغییر صفت  می

x  میانگین توزیعهای شرطی ، iy y  تغییر کنند، همبستگیy  رویx  وجود دارد و هم چنین اگر با تغییر صفتy  میانگین

توزیعهای شرطی  jx x تغییر کنند، دلیل بر وجود همبستگی یا رگرسیونx  رویy .خواهد بود 

اگر زوجهای مرتب شده  i ix , y و یا j jx , yص کنیم، از طرز قرار گرفتن نقاط در صفحه رادر صفحه مختصات مشخ

 آید. باشد، بدست می ای که بیان کننده رابطه بین دو صفت) نوع معادله رگرسیون( می مختصات، نوع معادله

 در صورتیکه رابطه رگرسیون به صورت معادله خطی مستقیم باشد، یعنی:

yba)y(gxbxa)x(fy yx
 یا  

 آید: وش کمترین توانهای دوم بدست میدرآن صورت ضرایب آن با استفاده از ر

xbya   

  )x(D

)y,xcov(

n

x
x

n

y.x
xy

)xx(

)yy)(xx(

ss

sp
b

x

xy





















2
2

2  

اگر معادله خط همبستگی) معادله خط رگرسیون( بصورت  رگرسیون: خطای معادله -
x

y a bx   بیان شده باشد، آنگاه

خطای معادله رگرسیون  y.x آید: ر واریانس همبستگی یا واریانس رگرسیون بدست میاز جذ 

n

xybyay
x.y

  


2
2 

n

xybyay
x.y

  


2

 

 کنند. استفاده می xبه ازاء یک مقدار معین از صفت  yاز خطای معادله رگرسیون برای ارزیابی صفت 

yxxix.y
x

yyy
i

  

شود که: اولاً  از ضریب همبستگی استفاده می yو xین دو صفت به منظور تعیین شدت همبستگی ب ضریب همبستگی: -

کند، ثانیاً حدود تغییرات ضریب همبستگی همواره بین  گیری تبعیت نمی ضریب همبستگی بعد ندارد یعنی از هیچ واحد اندازه

 , 1  کند. تغییر می 1

 آید. زیر بدست میاندازه ضریب همبستگی به توسط یکی از روابط  نکته:

b.b
)yy(.)xx(

)yy)(xx(

ss.ss

sp

.

)y,xcov(

yx

xy

yx










 


22

 

 باشد، همبستگی خطی بین دو صفت وجود ندارد.اگر 

 باشد، همبستگی کامل و مستقیم است.1اگر 

 باشد، همبستگی کامل و معکوس است.1اگر

11اگر   نامند. اشد، همبستگی را ضعیف و یا شدید میب 

از خارج قسمت واریانس معادله رگرسیون  ضریب تعیین یا ضریب تشخیص: - 2
x.y  به واریانسy 2یعنی

y  در معادله

 آید: بدست می Xبر حسب  yرگرسیون 

  2
22

2

2

2
2 









yxy

x.y

.

)y,xcov(
R 
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دهد و به نام گشتاور را نشان می x,yدگی توأم دو متغیر نکشود که پرا، کواریانس نامیده می)y,xcov(که در این رابطه 

 شود. همبستگی نیز موسوم است و به صورت زیر محاسبه می

yx
n

xy

n

)yy)(xx(
)y,xcov( 




 

نشان  xن تغییرپذیری صفتارا حول معادله رگرسیون به میز yضریب تعیین، میزان تغییرپذیری مقادیر مشاهده شده صفت 

اشی از را ن yدرصد تغییرات صفت  2Rدرصد بیان نمائیم، آنگاه  ضرب کنیم و بر حسب 100را در  2دهد. یعنی اگر می

 دهد. نشان می xاثرات صفت متغیر 

 نظریه احتمال

مین ه روند، به نظریه احتمال بر پایه دو مفهوم حادثه و آزمایش استوار است و بعنوان مفاهیم اولیه بکار می مفاهیم اساسی: -

 کنند: دلیل آنها را تعریف نکرده، بلکه بصورت زیر توصیف می

 تیجه آزمایش، وقوع یا عدم وقوع آن بتواند مورد بحث قرار گیرد، حادثه نامیده میشود.ای که درن حادثه: هرنمود یا پدیده

 آزمایش: برقرار کردن مجموعه شرطهای معین که بطور مکرر و به تعداد دلخواه زیادی عملی گردد، آزمایش نامند.

 افتد: حادثه درنتیجه آزمایش به یکی از سه صورت زیر اتفاق می

 حادثه تصادفی -3 حادثه غیر ممکن -2  حادثه یقین -1

نامند و با  اندازه امکان وقوع هر حادثه را احتمال آن حادثه می تعریف احتمال حادثه: - P A دهند. نشان می 

آزمایش هستند و این عناصر دلخواه، تمامی نتایج ممکن  نامند ای از عناصر دلخواه را فضای نمونه می مجموعه فضای نمونه: -

 نامند. یا بعبارتی مجموعه تمامی حوادث ساده را در یک آزمایش فضای نمونه می

 گردد. اندازه امکان وقوع حادثه به یکی از سه صورت زیر محاسبه می 

یا هم امکان  محاسبه احتمال بر اساس تعریف کلاسیک احتمال: تعریف کلاسیک احتمال بر پایه هم احتمال بودن حوادث و -

 شود: بودن حوادث بصورت زیر بیان می

 آید: به تعداد تمامی نتایج ممکن آزمایش بدست می Aاز خارج قسمت تعداد حالات مساعد بر حادثه  Aاحتمال حادثه 

 
A

P A   

 

رود و از  باشند بکار میتعریف آماری احتمال برای حوادثی که هم احتمال ن -محاسبه احتمال بر اساس تعریف آماری احتمال -

ها تعیین کرد، بنابراین  توان پس از انجام آزمایش شود، زیرا فراوانی نسبی را فقط می خاصیت فراوانی نسبی حادثه استفاده می

کند  کند که آن عدد، اندازه امکان وقوع حادثه را بیان می در تکرار زیاد آزمایشها، فراوانی نسبی حادثه به سمت عددی میل می

 شود: احتمال آن حادثه نامیده می و

   
n

m
P A f A

n

  

 شود: این تعریف بر اساس قانون اعداد بزرگ ضعیف بصورت برنولی، بیان می

1










p

n

m
plim

n
 

 کند. ها، فراوانی نسبی حادثه به سمت احتمال حادثه میل می یعنی یقیناً در تکرار زیاد آزمایش

 نون اعداد بزرگ قوی بر نولی بصورتو بر همین اساس قا

1










p

n

m
limp
n

 

 تعداد حالات مساعد بر حادثه

 تعداد تمامی نتایج ممکن
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 گردد، یک حادثه یقین است.  pشود، یعنی هرگاه حد فراوانی نسبی حادثه برابر  تعریف می

محاسبه احتمال بر اساس تعریف احتمال هندسی: اگر تعداد وقوع حوادث در نتیجه آزمایش شمارش ناپذیر باشد، در این 

 نامند. ت اندازه امکان وقوع حادثه مورد نظر به اندازه امکان نتایج کل آزمایش را احتمال هندسی میصورت خارج قسم

 

 
 

 

 

 

mes A A
P A

mes S S
  

 نکته: اصول متعارف احتمال

 کند: تغییر می 1احتمال حادثه بین صفر تا  -1

1 )A(P  
 ل حوادث( مساوی یک است:گروه کاممجموع احتمالها در فضای نمونه ) -2





n

i

i )A(P
1

1 

نسبت به یکدیگر ناسازگار باشند، در این صورت، احتمال اجتماع دو حادثه مساوی است با اجتماع  Bو  Aاگر دو حادثه  -3

 احتمال آن دو حادثه:

     P A B P A P B    

 قضایای احتمالات 2-1

با  Cو  Bباشد، بطوریکه حوادث  Cو  Bقابل تجزیه به حوادث جزئی مانند  Aاگر حادثه قضیه عمومی حاصل ضرب احتمالها:  -

 نویسند: هم بتوانند اتفاق بیفتند، در این صورت آنرا بصورت حاصلضرب دو حادثه می

A BC B C    
 مساوی خواهد شد با: Aو احتمال حادثه 

       P A P B C P B .P C B    

و  P C B  را احتمال شرطی حادثهC  بر حسبB نامند و این در حالت دو حادثه  میB  وC  نسبت به یکدیگر وابسته هستند

 مساوی خواهد شد با: Aنسبت به یکدیگر مستقل باشند. احتمال حادثه  Cو  Bو درحالیکه دو حادثه 

       P A P B C P B .P C    

 ای بیش از دو حادثه است.قضیه فوق قابل تعمیم بر

باشد، بطوریکه در نتیجه آزمایش،  Cو  Bقابل تجزیه به حوادث جزء مانند  Aقضیه عمومی حاصل جمع احتمالها: اگر حادثه  -

آید و احتمال  از اجتماع حوادث جزء بدست می Aبتواند اتفاق بیفتد. درآن صورت حادثه ( Cیا  B) حداقل یکی از حوادث

 است با:برابر  Aحادثه 

       

A B C B C

P A P B P C P BC

  

  
 

نسبت به یکدیگر،  Cو  Bنسبت به یکدیگر سازگارند، ولی در صورت ناسازگار بودن حوادث  Cو  Bدر این حالت دو حادثه 

 آید: بدست می Cو  Bاز اجتماع احتمالهای حوادث  Aاحتمال حادثه 

     P A P B P C   

 باشد. یش از دو حادثه میقضیه فوق قابل تعمیم برای ب

12قابل تجزیه به حوادث جزء مانند  Hقضیه احتمال متوسط: اگر حادثه  نکته: H,H,...,Hs  باشد، که دو به دو نسبت به

 اتفاق بیفتد، درآن صورت: iHبتواند با هر یک ازحوادث  Aیکدیگر ناسازگارند و حادثه 

     i iP A P H .P A H  

 اندازه امکان وقوع حادثه

حادثه اندازه امکان وقوع کل  
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وقوع کرده باشد، احتمال اینکه این  Aها) قضیه بیز(: چنانچه در قضیه بالا، درنتیجه آزمایش، حادثه  قضیه احتمال فرضیه نکته:

ام iحادثه برای فرضیه،  iH  اتفاق افتاده باشد، مساوی است با احتمال فرضیهi  ام در احتمال حادثهA فرضیه  بشرطi ام

 تقسیم بر احتمال متوسط:

 
   

 

   
   

i i i i
i

i i

P H .P A H P H .P A H
P H A

P A P H .P A H



 

اگر احتمال حادثه همواره ثابت باشد و برابر  آزمایشهای تکراری ) فرمول برنولی(: - P A P  و آزمایش راn  بار تکرار

 آید: وقوع کند، از فرمول برنولی بدست میبار حادثه مورد نظر  mآزمایش مستقل از هم،  nکنیم، احتمال اینکه در

n,...,,,mqP
m

n
)m(P mnm

n 21







   

 احتمال عدم وقوع حادثه است. qکه درآن 

qP)A(p 1  
نسبتاً بزرگی باشد، محاسبه آن بر اساس فرمول برنولی مشکل خواهد بود،  عدد nدر صورتی که  فرمول مجانبی لاپلاس: -

، nشود که با افزایش  توان احتمال حادثه را بدست آورد، زیر ثابت می ز فرمول مجانبی لاپلاس میولی بر اساس قضایای حدی، ا

این احتمال  
n

p m شود: تقریباً بر طبق قانون نرمال توزیع می 

2

2

2

111
u

n e,
npq

)u(
npq

)m(P



  

 کمیت تصادفی) متغیر تصادفی(

شود، زیرا اولاً اندازه آنها ازیک  افتد، متغیر تصادفی یا کمیت تصادفی نامیده می می مقادیر عددی، که درنتیجه آزمایش اتفاق

باشند. تناظری که بین مقادیر کمیت بینی می کند و ثانیاً غیر قابل پیش آزمایش به آزمایش دیگر تغییر می X  و اندازه امکان

 Xشود. اگر کمیت تصادفی  یا متغیر تصادفی نامیده می Xنون توزیع کمیت تصادفی آید، قا وقوع آنها در جامعه بوجود می

 شود: ناپیوسته باشد، قانون توزیع آن به صورت زیر نوشته می

s

s

P...PPP)x(P

x...xxxx

321

321 

نامیده  xاختیار کند، تابع توزیع در نقطه  xمقادیری کمتر از  Xاحتمال اینکه کمیت تصادفی  :Xتابع توزیع کمیت تصادفی 

 شود: شود و بصورت زیر نوشته می می

     i
x x

F X P X x P X x

i
     

 خواص تابع توزیع: نکته:

 تابع توزیع کمیتی غیر منفی است: -1

)x(Fx  
 تابع توزیع کمیت تصادفی، تابعی غیر نزولی است: یعنی اگر -2

)X(F)X(Fxx 2121   

 بالای کمیت همواره مساوی یک است:تابع توزیع به ازاء حد  -3

1


)x(Flim
x

 

 تابع توزیع به ازاء حد پائین کمیت، همواره مساوی صفر است: -4
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


)x(Flim
x

 

 2Xست با تابع توزیع در نقطه مقدار اختیار کند، مساوی ا 2Xو  1Xبین دو مقدار xاحتمال اینکه کمیت تصادفی  -5

 :1Xمنهای تابع توزیع در نقطه 

)x(F)x(F)xXx(P 1221   

 Xپیوسته باشد، تابع چگالی احتمالها از مشتق تابع توزیع کمیت تصادفی  X اگر کمیت تصادفی تابع چگالی احتمالها: نکته:

 مساوی است با صفر: iXکمیتهای پیوسته، احتمال انتخاب یک نقطه آید، زیرا برای بدست می

 )xX(P i  
میل کند، در  xکنند و براساس تعریف چگالی وقتی بنابراین برای کمیتهای پیوسته، احتمال را در فاصله محاسبه می

 آید: بدست می حد، تابع چگالی احتمالها

x

)x(F
lim)x(F)x()x(f
x 




 
 

 خواص تابع چگالی احتمالها: -

 تابع چگالی کمیتی غیر منفی است: -1

 )x(  
انتگرال از تابع چگالی احتمالها در فاصله  -2 ,  :مساوی است با یک 





 1dx)x(  

 پیوسته( با توجه به تعریف آن مساوی است با:) xکمیت تصادفی بنابراین تابع توزیع 

     
x

F x P X x x dx


     

 آید: مقدار اختیار کند، به توسط تابع چگالی بدست می 2xو  1xدر فاصله  xو احتمال اینکه کمیت تصادفی 

 
2

1
21

x

x
dx)x()xXx(P  

 های عددی قانون توزیع متغیر تصادفی ندهکن مشخص -

 مساوی است با: xامید ریاضی کمیت تصادفی نا پیوسته  -الف

 EX xP x  

 در صورتیکه، کمیت، پیوسته باشد و تابع چگالی احتمالها برای آن وجود داشته باشد، برابر با:

 EX x x dx



   

 : در صورتیکه ناپیوسته باشد، مساوی خواهد شد با:xی واریانس کمیت تصادف -ب
222 )EX(EX)EXX(E)X(D   

  
22 )x(xP)x(PX  

 پیوسته باشد، واریانس مساوی خواهد شد با: xو اگر کمیت تصادفی 





 22 )EX(dx)x(X)X(D  

 ) گشتاورهای اولیه( ام نسبت به مبداء صفرhگشتاور مرتبه  -

ام hنا پیوسته باشد، گشتاور مرتبه  xاگر کمیت تصادفی  hm :مساوی خواهدشد با 

 h h
hm EX x p x   

 مساوی خواهد شد با: hmدر صورتیکه پیوسته باشد وتابع چگالی احتمالها برای آن وجود داشته باشد، 
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 h h
hm EX x x dx




    

 آید: ام از رابطه زیر بدست میhناپیوسته باشد، گشتاور مرکزی مرتبه  xاگر کمیت تصادفی ام مرکزی: hاور مرتبه گشت -

     
h h

h E X EX x EX P x     

 و اگر کمیت پیوسته باشد و تابع چگالی احتمالها برای آن وجود داشته باشد آنگاه

   
h

h x EX x dx



     

 شود و بصورت: کند، تابع مولد گشتاورها نامیده می تبعیت می tکه از پارامتر  xtEeتابعی بصورت  تابع مولد گشتاورها: -

  xt
Xm t Ee  

 های مراتب مختلف نسبت به مبداء صفر است. شود، زیرا تولید کننده گشتاور نوشته می

 بع مولد گشتاورها:خواص تا نکته:

کند، یعنی هر قانون توزیعی  را معین می Xتابع مولد گشتاورها بطور یگانه قانون توزیع کمیت تصادفی  -خاصیت یگانگی -1

 فقط یک تابع مولد گشتاورها دارد و هر تابع مولد گشتاوری منحصراً متعلق به یک قانون توزیع است.

 ضرب شود، آنگاه: Cند در عدد ثابتی مان Xاگر کمیت تصادفی  -2

   cx xm t m ct 

12اگر کمیتهای  -3 X,X,...,X..., n  مستقل از یکدیگر با تابع مولد گشتاورهای xiM t  توزیع شده باشند، آنگاه تابع مولد

 گشتاورهای

nx...xxy  21  

)برابر خواهد شد با: ) ( ). ( ) ... ( )
ny x x xm t m t m t m t  

1 2
  

که پس از عمل  وقتی tام تابع مولد گشتاورها نسبت به hام نسبت به مبداء صفر، از مشتق مرتبه hگشتاور مرتبه  -4

 آید: شود، بدست می tگیری  مشتق






t

h

h

h
dt

)t(md
m  

)m(بنابراین گشتاور مرتبه اول   شود. بصورت زیر محاسبه می 1






tdt

)t(dm
m1  

)m(و گشتاور مرتبه دوم  خواهد شد: 2






t
dt

)t(md
m 2

2

2  

 قوانین توزیعهای مهم برای کمیت تصادفی

شود که در جامعه  سته بحث میدر این قسمت فقط راجع به بعضی از انواع مهم قوانین توزیع کمیتهای تصادفی نا پیوسته و پیو

شوند، لازم به ذکر است که تعداد قوانین توزیع کمیتهای تصادفی بسیارند که در کاربرد نظریه احتمال در  بیشتر تکرار می

 گیرند. های مختلف علوم مورد استفاده قرار می رشته

X(P(P را با احتمالهای 1و مقادیر xای ) برنولی(: اگر کمیت تصادفی  قانون توزیع دو نقطه -1 1  وq)X(P   

 شود: ای توزیع می بر طبق قانون دو نقطه Xتصادفی   اختیار کند، در این صورت کمیت

101 /xqP)x(P xx    
 امید ریاضی آن برابر است با:
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   Pqxp)x(xPEX xx 1  

 است با:                                و واریانس آن برابر 

   pq)p(pppPqPx)EX(EX)x(D xx 1221222 

 xبار تکرار کنیم و کمیت تصادفی  1n باشد و آزمایش را pای: اگر احتمال حادثه همواره ثابت و برابر  قانون توزیع دو جمله -2

 شود: ای ) قانون برنولی( توزیع می بر طبق قانون دو جمله xآزمایش باشد، آنگاه کمیت تصادفی  nتعداد وقوع حادثه در 

n,..,,,xqP
x

n
)x(P xnx 21








   

امید ریاضی آن برابر با:                                                                         x n xn
EX xp x x P nP

x

 
    

 
  

nPq)EXX(E)X(D                                                   و واریانس آن برابر با:                                   2 

)P/(عدد کوچکی باشد.  Pباشد و  pقانون توزیع پواسن: اگر احتمال حادثه ثابت و برابر  -3 10 5، بطوریکه nP ،

 شود: آزمایش، بر طبق قانون پواسن توزیع می n، تعداد وقوع حادثه در  Xآنگاه کمیت تصادفی 

,...,,x
!x

e.
)x(P

x

21





 

 امید ریاضی آن برابر با:  
x .e

EX xP x x
x!


     

 و واریانس آن برابر با:   22 )EX(EX)X(D 

 خواهد بود.

 nایش دیگر تغییر کند و آزمایش را قانون توزیع هیپرژئومتریک ) فوق هندسی(: اگر احتمال حادثه از یک آزمایش به آزم -4

بر طبق قانون هیپرژئومتریک  xآزمایش باشد، آنگاه کمیت تصادفی  nتعداد وقوع حادثه در  xبار تکرار کنیم و کمیت تصادفی 

 توزیع خواهد شد:

n,...,,,x

n

N

xn

MN

x

M

)x(P 21































  

بار انجام گیرد، امید ریاضی برای این  n عنصر آن دارای خاصیت مورد نظر باشند وآزمایش Mعنصر که  Nای از  اگر مجموعه

 کمیت مساوی است با:
M

EX nP n.
N

   

Mکه 

N
 اولین احتمال حادثه است. 

 و واریانس آن مساوی است با:
22 )EX(EX)X(D  















N

M

N

M
n.

N

nN
1

1
 

 تبعیت دارد. nو  N ،Mپارامتر  3ئو متریک از رژپشود، قانون توزیع هی بطوریکه ملاحظه می

باشد و آزمایش را آنقدر تکرار کنیم تا حادثه مورد نظر اتفاق  Pقانون توزیع هندسی: اگر احتمال حادثه همواره ثابت و برابر  -5

 شود: ع میبر طبق قانون هندسی توزی Xتعداد آزمایش تا وقوع حادثه باشد، در آن صورت کمیت تصادفی  Xبیفتد، کمیت
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,...,,xP.q)x(P x 3211    

امید ریاضی آن مساویست با: 
P

)x(xPEX
1

  

و واریانس آن مساوی خواهد شد با:
2

22

P

q
)EX(EX)X(D   

مقادیری در فاصله  Xقانون توزیع مستطیلی ) یکنواخت( پیوسته: اگر کمیت تصادفی  -6 a,b ل ثابترا با احتما 
ab 

1
 

 شود: بر طبق قانون یکنواخت با تابع چگالی احتمالهای زیر توزیع می xبتواند اختیار کند، آنگاه کمیت تصادفی 

bxa
ab

)x( 



1

 

تابع توزیع برای این کمیت بصورت: 
x a

F x
b a





 خواهد بود. 

 تیب برابرند با:امید ریاضی و واریانس آن به تر

2
ba

EX


  

12

2)ab(
)X(D


  

مقادیر خود را در فاصله  xقانون توزیع نرمال: اگر کمیت تصادفی  -7 ,  با تابعی به صورت 




 




xe)x(

)x(
2

2

2

2

1
 

 شد. بر طبق قانون نرمال توزیع خواهد Xاختیار کند، دراین صورت کمیت 

 امید ریاضی و واریانس آن به ترتیب برابرند با:

EX  
2)X(D  

برای اینکه بتوانیم احتمال حادثه را با توزیع نرمال محاسبه کنیم، بهتر است که توزیع نرمال را به توزیع نرمال استاندارد تبدیل 

رای توزیع نرمال استاندارد، احتمال حوادث را محاسبه کنیم. توزیع نرمال به توسط کرده و با استفاده از جداول تهیه شده ب

Xرابطه 
U





شود که همواره دارای امید ریاضی صفر و واریانس یک است و تابع چگالی  به نرمال استاندارد تبدیل می 

 احتمالهای آن بصورت.







Ue)u(

u

2

2

2

1
 

 نویسند: شود که آنرا بصورت زیر می تعریف می

),(N~U 1  
 بصورت: Uتابع توزیع کمیت تصادفی 

 






U
u

due)u(F 2

2

2

1
 

 آید که تابعی نامتقارن است. بدست می

کنیم که  اگر بخواهیم تابع توزیع نرمال استاندارد شده را بصورت متقارن مورد استفاده قرار دهیم، از تابع لاپلاس استفاده می

 شود: بصورت زیر تعریف می
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( )

u
u

U e du U




    

2

2
0

1
2

 

زیرا تابع لاپلاس، تابعی فرد است:   u u     و به ازاءU ،  4ازاء و به)(
2
1

4  U)U( ،است

 تهیه شده است. 4ا همین دلیل جدول تابع لاپلاس در فاصله صفر ت به

نهایت اختیار کند و تابع چگالی احتمالهای آن  مقادیر خود را درفاصله صفر تا بیXقانون توزیع گاما: اگر کمیت تصادفی  -8

 بصورت:





 



xe.x
)(

)x( x1  

 بر طبق قانون گاما توزیع خواهد شد. که در آن xباشد، کمیت تصادفی 


 


dxe.x)( x1  

 شود: ما یا انتگرال نوع دوم اولر نامیده میتابع گا

 خواص تابع گاما:

!)()(  1-1 

112  )()(-2 











2
1

-3 

 امید ریاضی و واریانس توزیع گاما برابر است با:




EX  

2


)X(D  

دارای توزیع نمائی با تابع  Xقرار داده شود، در آن صورت کمیت تصادفی 1در توزیع گاما، قانون توزیع نمائی: اگر  -9

 چگالی احتمالهای زیر خواهد بود:

  xe)X( x  
 امید ریاضی و واریانس آن بصورت زیر در خواهد آمد:




1
EX  

2

1


 )X(  

دهد و به نام گشتاور  را نشان می yوxشود که پراکندگی توأم دو متغیر  ، کواریانس نامیده می)y,xcov(ه در این رابطه ک

 شود. همبستگی نیز موسوم است و بصورت زیر محاسبه می

 
  x x y y xy

Cov x, y x y
n n

 
  
 

 

نشان  xا حول معادله رگرسیون به میزان تغییرپذیری صفت ر yضریب تعیین، میزان تغییر پذیری مقادیر مشاهده شده صفت 

را ناشی از  yدرصد تغییرات صفت  2Rضرب کنیم و بر حسب درصد بیان نمائیم، آنگاه  100را در  2دهد. یعنی اگر  می

 دهد. نشان می xاثرات صفت متغیر 
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 قانون توزیع دو بعدی

 ناپیوسته بوده و توزیع مشترک آنها  بصورت  yو   xاگر کمیتهای

( , ) ( :, )xy j ijp x y p x x y y p    

 باشد: yو  xو یا بصورت جدول قانون توزیع دو کمیت  

121

21

2222212

1112111

21

t.p...pp)y(p

pp...ppx

pp...ppx

pp...ppx

)x(py...yyyx

sstsss

t

t

t










 

 yبرحسب   xو هم چنین توزیع شرطی  yو حاشیه ای  xتوزیعهای حاشیه ای 

 آید. توسط جدول دو بعدی  و یا قانون توزیع توأم آنها بدست می به xبر حسب  yو 

 پیوسته باشند و تابع چگالی  احتمالها برای آنها وجود داشته باشد، آنرا بصورت  yو  xاگر کمیتهای 

yx

)y:x(F
)y,x(F)y,x( xy






2

 

x  
y  

 نیز صادق است: yو  xی تابع چگالی احتمالهای دو کمیت  نویسد. همواره  شرایط زیر برا می

 )y,x( 

 







 1dydx)y,x( 

 و تابع توزیع احتمالهای آن 

  


x y

yxy dxd)y,x()yY,xX(P)y,x(F  

با حاصل مساوی باشد  yو  xاز یکدیگر مستقل باشند باید تابع توزیع  دو کمیت  yو  xشرط لازم و کافی برای اینکه دو کمیت 

 یعنی  yو  xضرب تابع توزیع های دو کمیت 

)y(F).x(F)y,x(F YX
xy




 

 صادق است. yو  xشرط فوق هم برای تابع چگالی احتمالهای دو کمیت و هم برای قانون توزیع مشترک دو کمیت 

 yو  xای  های حاشیه گاه توزیعپیوسته بوده و تابع چگالی احتمالها برای آنها وجود داشته باشد، آن yو  xدر صورتیکه دو کمیت 

 آید: بدست می xو یکبار هم نسبت به  yبا انتگرال گیری از تابع چگالی دو کمیت یکبار نسبت به 



y

dy)y,x()x(  



x

dx)y,x()y(  

 به صورت xبرحسب  yهای شرطی توزیع

)x(

)y,x(
)x|y(




 

 د: آیبه صورت زیر بدست می yبرحسب  xو 
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)y(

)y,x(
y

x










 

ای بتوسط توزیع حاشیه xامید ریاضی کمیت   x,dx)x(xEX 

ای به توسط توزیع حاشیه yو امید ریاضی کمیت  
x

y
ydy)y(yEy 

 به صورت  yو برای کمیت  xو واریانس برای کمیت 

  2222 )EX(dx)x(X)EX(EX)x(D 

  2222 )Ey(dy)y(y)Ey(Ey)y(D x 

 شود.به صورت زیر محاسبه می yو  xو کمیت د yر همبستگی یا کواریانس بین گشتاو

Ey.ExExy)y,xcov(,  11 

yx,yxامید ریاضی    :عبارتنداز 

EyEX)yx(E  

EyEX)yx(E  
 و واریانس آنها به صورت 

)y,xcov()y(D)x(D)yx(D 2 

)y,xcov()y(D)x(D)yx(D 2 
Ey.ExExyاز یکدیگر مستقل باشند، آنگاه  yو  xاگر دو کمیت   

 قضایای حدی

مان ترتیب ه تجارب گذشته نشان داده است که حوادث با احتمالهای نزدیک به یک تقریباً بطور یقین وقوع خواهند کرد و به

ها یا  کنند. یکی از هدفهای نظریه احتمال برقرار کردن نظم ای کوچک نزدیک به صفر به ندرت وقوع میحوادث با احتماله

ها را قانون اعداد بزرگ مشخص  قوانینی است که با احتمالهای نزدیک به یک حوادث بتوانند وقوع کنند و اهمیت این نظم

 سازد.  می

با قانون نامشخص توزیع شده است و امید ریاضی برای آن وجود دارد، احتمال اینکه   Xکمیت تصادفی  -لم چه بی شف -1

Exاختیار کند، از  aمقادیری بیش از  Xکمیت تصادفی 

a
 تجاوز نخواهد کرد:  

 
EX

P x a
a

  

که هم برای کمیتهای ناپیوسته و هم برای کمیتهای پیوسته صادق است. در نتیجه با توجه به تعریف تابع توزیع، خواهیم 

 داشت: 

a

EX
)aX(P)a(F  1 

 نامساوی نوع اول چه بی شف:  -2

بر طبق قانون  Xکمیت تصادفی  f x  واریانس معلوم با D x  توزیع شده است، احتمال اینکه قدر مطلق تفاضل کمیت

X  از امید ریاضی آن، از عدد مثبتی مانند  :کوچکتر باشد، مساوی است با 

21



)X(D

)EXX(P 

 توان نوشت:  بر اساس قضیه عکس، می
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2


)X(D
)EXX(P 

 نامساوی نوع دوم چه بی شف:  -3

12 اگر کمیتهای x,x,...,xn 1122 مستقل از یکدیگر با امیدهای ریاضی aEX,aEX,...,aEX nn   و 

2های واریانس
11 )x(D ،2

22
2  )X(D,...,)X(D nn مطلق تفاضل میانگین  توزیع شده باشند، احتمال اینکه قدر

12کمیتهای  x,x,...,xn از میانگین امیدهای ریاضی این کمیتها، کوچکتر از هر عدد مثبتی مانند  :باشد، مساوی است با 

22

2

1





















nn

a

n

X
P

iii 

 خاص، اگر کمیتها از یک جامعه انتخاب شود، آنگاه حالتدر  nEX...EXEX و  21
2

21  )X(D...)x(D)x(D n آید: باشد، رابطه فوق بصورت زیر بدست می  

2

2

1





















nn

X
P

i 

بطور نامحدود افزایش یابد، این  nدر نامساوی نوع دوم چه بی شف، اگر  صورت چه بی شف:ه قانون اعداد بزرگ ب -

 د. احتمال مساوی با یک خواهد ش

121 

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 صورت چه بی شف: ه قانون اعداد بزرگ قوی ب -
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12اگر کمیتهای حدی مرکزی لیاپانوف:   قضیه - x,x,...,xn  دارای توزیع یکسان نباشند، قانون نرمال بعنوان توزیع ... ،

 شود:  ز کمیتهای تصادفی بیان میای ا حدی حاصل جمع یا میانگین حسابی دنباله

nx...xxY  21 

 باشد، آنگاه:  nyکمیت استاندارد شده  nZو کمیت 
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 بر طبق قانون نرمال استاندارد توزیع خواهد شد: 
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 اینکه حد گشتاور مطلق مرکزی مرتبه سوم مساوی صفر باشد. به شرط 
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 اج آماریتاستن

از آنجا که برای شناسائی صفت یا صفات متغیر در جامعه مورد مطالعه، امکان مشاهده همه عناصر  ای: نمونه و تابع نمونه -

ن نیروی انسانی لازم، انهدام جامعه آماری و از همه مهمتر زمان جامعه وجود ندارد )به دلایل بالا بودن هزینه، عدم تأمی
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از جامعه مورد مطالعه را بطور تصادفی انتخاب کرده و نتایج مشاهدات را به جامعه کل تعمیم   آوری اطلاعات(، لذا جزئی جمع

 نامند.  دهیم که این روش را روش استقرائی می می

 گیرد.  ایگذاری( و )بدون جایگذاری( انجام میها به دو طریق )با ج روش انتخاب نمونه

 انتخابی را گویند که تمامی عناصر جامعه امکان معین و از قبل تعیین شده برای انتخاب داشته باشند.  انتخاب تصادفی : -

توزیع  با Xاز یک کمیت تصادفی nنمونه تصادفی به حجم  تعریف نمونه تصادفی: - f xای از  ، مجموعهn  کمیت

12تصادفی مستقل از هم  x,x,...,xn  است که هر یک توزیع یکسان با جامعه اصلی f x .داشته باشند 

12تابعی از متغیرهای یا آماره (statistic)ای  تابع نمونه- x,x,...,xnایی به حجم  را در نمونهnای یا  ، تابع نمونه

Statistic دهند:  نامند و بصورت زیر نشان می می 

)x,...,x,x(f n21 

 nای به حجم  خواهد بود. در نمونهای خود نیز یک کمیت تصادفی  و چون تابعی از کمیتهای تصادفی است، لذا تابع نمونه

 توان توابع مختلف و بسیار زیادی تعریف کرد، از جمله:  می
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 شوند:  نه به دو گروه تقسیم مینظریه توزیعهای نمو نکته:

 ای  های دقیق توابع نمونه نظریه توزیع -الف

 ای  نظریه توزیعهای مجانبی توابع نمونه -ب

x,...,x(f(ای را دقیق گویند، هرگاه قانون توزیع  قانون توزیع توابع نمونه n1 برای تمامی اعداد طبیعیn صحیح باشد . 

x,...,x(f(قانون توزیع  n1 ای برحسب  را توزیع مجانبی نامند، هر گاه توزیع دقیق تابع نمونهn   به این قانون توزیع

 گرایش داشته باشد. 

 های مهم قوانین توزیع -

12مجذورات استاندارد شده متغیرهای )کای دو(: کمیتی که از مجموع  2قانون توزیع -1 x,x,...,xn  که بر طبق قانون

 شود:  توزیع می 2اند، بدست آید، برطبق قانون،  توزیع شده 2و واریانس  نرمال با امید ریاضی
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 است:  2کند و آنهم درجه آزادی توزیع  تبعیت می آید که فقط از یک پارامتر  بدست می

 2نامعلوم باشد، آنگاه درجه آزادی و در صورتی که پارامتر  nخص باشد، آنگاه مش پارامتر  2اگر در کمیت 

1 n  .خواهد شد 
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 مساوی است با درجه آزادی آن:  2امید ریاضی توزیع 

)X(E 2 

 مساوی است با دو برابر درجه آزادی آن:  2و واریانس کمیت 

 vE X  2 2 

 مساوی است با:  2تابع مولد گشتاورها برای کمیت 
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تصادفی به تابع توزیع نرمال   ، تابع توزیع کمیت2با افزایش درجه آزادی  شود که بر اساس قضیه حدی مرکزی، نتیجه می

 کند:  استاندارد گرایش پیدا می
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12استودنت: کمیتی که از متغیرهای استاندارد شده -tتوزیع -2 U,U,...,Un ز هم بصورت: مستقل ا 
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 آید:  شود و تابع چگالی احتمالهای آن بصورت زیر بدست می استودنت نامیده می -tتوزیع شده باشد، کمیت تصادفی با قانون 
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 -tباشد و با افزایش آن توزیع  استودنت می -tکند که آنهم درجه آزادی  تبعیت می این توزیع فقط از یک پارامتر یعنی 

)V(شود  استودنت به توزیع نرمال تبدیل می 30 . 

 تودنت برابر است با: اس -tامید ریاضی و واریانس برای توزیع 
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 شود:  توزیع می Fآید، برطبق قانون  بدست می 2کمیت تصادفی که از خارج قسمت دو توزیع  :Fتوزیع  -3
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2درجات آزادی کمیتهای 2و  1که در آن 
1

 2و
2

 باشند و درجه آزادی صورت و مخرج توزیع  میF شوند.  نامیده می 

P/50 برای  یتهای توزیع مقادیر کرانF  50در جدول آورده شده است و برای/P   مقادیر کرانیتهای توزیعF  از رابطه

 آید:  زیر بدست می
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 توان به توزیعهای دیگری دست یافت.  می Fدر توزیع  2و  1با تغییر مقادیر 

2S ،2Sای،  واریانسهای نمونه ای: های نمونه قانون توزیع واریانس -
~

2و 
*S آیند، به دلیل اینکه  که از جامعه نمونه بدست می

کند، لذا باید قانون توزیع داشته باشند که  باشند و اندازه آنها از یک آزمایش به آزمایش دیگر تغییر می متغیرهای تصادفی می

 آیند:  بصورت زیر بدست می

)n( ای در حجمهای کوچک واریانس نمونه -الف 30 گردد:  بصورت زیر تعریف می 
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 شود.  توزیع می 1n، با درجه آزادی 2بر طبق قانون که 
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 گردد:  ر تعریف میبصورت زی 30n ای در حجم های بزرگواریانس نمونه -ب
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 شود:  توزیع می 1nبا درجه آزادی  2این پارامتر بر طبق قانون 
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 با امید ریاضی 
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ای  معلوم باشد، واریانس نمونه ای وقتی امید ریاضی جامعه معلوم باشد: اگر در توزیع نرمال امید ریاضی  نهواریانس نمو -ج

 شود.  بصورت زیر تعریف می

2
2

21 *S
n

)X(
)x,...,x(f 



 

 شود:  توزیع می nدرجه آزادی  با 2این پارامتر بر طبق قانون 
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