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ر                                                                     ฬ ଓقد໇ ग़  

  ابنام خد
  

پس بياييد با انديشه توكل، . م كه هر تغيير و تحول بزرگي در مسير زندگي بدون تحول معرفت و نگرش ميسر نخواهد بوديايمان دار
چون همگي يقين داريم . تفكر، تلاش و تحمل در توسعه دنياي فكريمان براي نيل به آرامش و آسايش توأمان اولين گام را برداريم

  . وردآدانايي، توانايي مي
  
  

 شاد باشيد و دلي را شاد كنيد
         برادران سياري

    
  



       
ف          و  ଓقدॹ ड़ ग़  

    
  

اين درس علاوه بر . كتاب پيش رو در بر دارنده مباحث يكي از مهمترين دروس  مقطع ارشد يعني مكانيك آماري پيشرفته است
 حاوي مطالبي است كه در آينده علمي و پژوهشي دانشجويان بسيار مهم است و تسلط ,ااهميت آن براي دانشجويان در تمامي گرايشه

در اين كتاب سعي بر آن . بر مباحث اين درس نه تنها براي مقطع ارشد بلكه براي مقاطع تحصيلي بالاتر نيز مفيد و حياتي خواهد بود
ا مثالها و توضيحات كافي بيان شود تا دانشجويان بتوانند از آن شده است تا مفاهيم اصلي مكانيك آماري تدريس شده در مقطع ارشد ب

اي است كه عمدتا دانشجويان با هدف مشخصه اين كتاب تبيين هر چه بيشتر مفاهيم درسي. براي يادگيري هر چه بيشتر بهره ببرند
 ماهان در راستاي كمك به دانشجويان عزيز اين كتاب نيز همانند ساير كتابهاي موسسه آموزش عالي آزاد. آن به راحتي كنار نمي آيند

قطعا هيچ كاري عاري از خطا نيست و مولف با دقت به اين نكته از . براي فهم هر چه بيشتر دروس برنامه ريزي و طراحي گرديده است
از جناب آقاي دكتر سيد دانم    در اينجا لازم مي.پيشنهادات و انتقادات سازنده شما دانشجويان و همكاران گرامي استقبال مي نمايد

 اميد كه اين .پذير نبود محمد صادق موحد كمال تشكر را داشته باشم كه بدون نكات علمي و ادبي ارزنده ايشان بهبود اين كتاب امكان
    .    كتاب بتواند قدمي هر چند كوچك براي پيشبرد علم و دانش در اين سرزمين بردارد

  موفق و پيروز باشيد
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   لاو فصل          

  مقدمات مكانيك آماري

 به 19علم مكانيك آماري تا قرن . هاي گذشته بسيار متفاوت استدانش مكانيك آماري امروز با دانش مكانيك آماري قرن
هاي انتقال گرما داشت  شد و به صورت يك علم كيفي كه توضيحي پديدارشناختي از پديده عنوان ترموديناميك شناخته مي

بتواند تصويري ميكروسكوپي . . . زمان هيچ تصوري از اين كه كمياتي نظير فشار، انرژي، دما، آنتروپي و در آن . شد شناخته مي
توان گفت تمام دانش مكانيك آماري امروز مرهون كارهاي   به جرات مي. شد داشته باشد و نتيجه از حركت مولكولها باشد، نمي

 را ثابت نمود كه در آن توانست آنتروپي يك سيستم را به حركت H اي به نام قضيه  قضيه1872وي در سال . بولتزمن است
  . مولكولهاي تشكيل دهنده سيستم ارتباط دهد

اي  گونه اين رشد به. پس از اين قضيه تلاشهاي بسياري صورت پذيرفت تا اين ايده در تمامي شئونات مكانيك آماري تسري يابد
اي   ترموديناميك زير شاخه«توان گفت  زند و در واقع مي  ترموديناميك نميشد كه امروز كسي ديگر در محافل علمي حرفي از

هاي  هاي حرارتي نيروگاهها، سدها، در طراحي ماشين تنها در علوم مهندسي براي طراحي سيستم. »از مكانيك آماري است
گردد و در ادامه خواهيم ديد كه  مي باز19شود كه سابقه آن به قرن  از اصول ترموديناميكي استفاده مي. . . صنعتي مختلف و 

  . توان تمامي اين قوانين را از اصول مكانيك آماري استخراج نمود مي
  »حالتهاي ميكروسكوپي و ماكروسكوپي«

در نگاه اول . توان تمامي كميات ترموديناميكي را با ديدي احتمالي تفسير نمود ترين حرف مكانيك آماري آن است كه مي اصلي
د براي توصيف حركت ميكروسكوپي مولكولها بايد از برهم كنش تك تك مولكولها با يكديگر خبر داشته باشيم تا آي به نظر مي

ناپذير است چرا كه بايد براي هر  اما اين امر امكان. بتوانيم با نوشتن قانون دوم نيوتن به بررسي كميات ترموديناميكي بپردازيم
، در حالي كه اين اتفاق حتي با  معادله را بنويسيم و همزمان حل كنيم1023ت،  مولكول اس1023 شامل  حدوداًمول گاز كه

پس سؤال اين است كه بولتزمن چه فرضي كرد؟ . هاي امروزي كاري است كه روزها و يا شايد سالها زمان نياز داشته باشد رايانه
ش تك تك مولكولها با يكديگر به چنين با چه نگرشي بود كه بولتزمن توانست بدون اطلاع و آگاهي از جزئيات برهم كن

  موفقيتي دست يابد؟
  . هاي ترموديناميكي داشت راز اين معما يا بهتر بگويم جواب اين سؤال آن است كه بولتزمن ديدي احتمال گونه به پديده

كلي تعداد در حالت .  محبوس باشندVاي به حجم   ذره باشد كه در جعبهNن مثال فرض كنيد سيستمي متشكل از ابه عنو

Nتواند بسيار بسيار بزرگ باشد اما نسبت  اين ذرات و يا حجم جعبه مي

V
به اين حالت حد ترموديناميك .  عددي محدود است

با افزايش و يا كاهش سيستم، . . . به اين معنا كه كميات فزونوري هم چون تعداد ذرات، حجم، آنتروپي و . شود گفته مي



 
 
  

 8 مقدمات مكانيك آماري

كميات نافزونور با افزايش يا كاهش سيستم، مقدارشان تغيير . اما كميات نافزونور اين گونه نيستند. كند ان تغيير ميمقدارش
   ... همانند فشار، ميدان الكتريكي و.كند نمي

كنش كننده طوري باشند كه بتوان از برهم  اگر ذرات برهم كنش. خواهيم انرژي اين سيستم را بررسي كنيم در گام بعدي مي
  ميان آنها صرفنظر نمود و تنها انرژي خود ذرات را در نظر گرفت در اين صورت 

)1    (            .  i i
i

E n   

ات محدود اما از طرفي ديگر نيز تعداد ذر. داشته باشدiتواند انرژي تعداد ذراتي است كه ميin .انرژي كل سيستم است
  : يعني. است

)2    (              i
i

N n  

البته بايد دقت . (ذره وجود داشته باشدinتواند  در رابطه اخير جمع روي ترازهاي انرژي است كه در هر يك ميiجمع روي 
نهايت ادامه داشته  تواند تا بي ون باشد اين تعداد ميمثلاً اگر ذره بوز. كنيد كه ماهيت خود ذرات در اين تعداد اثرگذار است

  .)تواند در هر تراز حضور داشته باشد باشد اما اگر ذره فرميون باشد حداكثر يك ذره مي
متفاوت باشند i و inثابت باشند ولي ) 2(و ) 1( در روابط N,Eتوان يافت كه  حال سؤال اين است كه چند حالت مي

  .  كماكان به قوت خود باقي بماند؟ جواب اين است كه تعداد اين حالتها بسيار زياد است) 2(و ) 1(اي كه روابط  گونه به
  

 ذره را در اين دو تراز توزيع Nچنانچه بخواهيم .  را در نظر بگيريدε , ε–يك سيستم دو ترازه با انرژي : 1تمرين 
  كنيم
  نرژي سيستم چگونه است؟طيف ا) الف
  هر حالت انرژي چند حالت دارد؟) ب

  .توان به صورت زير بيان كرد  انرژي را مي1 طبق رابطه :پاسخ
( )      i i

i

E n n n n n   1 1 2 2 1 2  

  و تعداد ذرات هم به صورت زير است
   i

i

N n n n1 2  

  . توان انرژي سيستم را بدست آورد  ميn2 و n1با تغيير 
I)  ,      ,   n N n E N 1 1 2 0 

II)   ,    ( )  ,     n N n E N 1 21 1 2 

III)  ,    ( ) ,  n N n E N      1 22 2 4 

                   

 ,   .    


n n N E N 1 20 

)براي بدست آوردن تعداد حالات به ازاي يك انرژي خاص مثلاً ) ب )N i  كه( ,..., )i N0 ايستي به تعداد  ب2
N i i و  ذره در تراز انرژي 2 ها  لذا تعداد اين حالت.)  عددي زوج استi. ( قرار بگيرند ذره در تراز انرژي 2
iانتخاب    .  استN از 2

!
(( ) , )

( )!( )!

 
    

  

N N
N i N

ii i N
 2 2 2

  

iكنيد هر انرژي خاص يك حالت ندارد بلكه بسته به  طور كه مشاهده مي همان   . تواند حالتهاي متعددي داشته باشد  مي2
  



 
 
  

 9  پيشرفتهمكانيك آماري

شود  بيان مي) حجم (V، )تعداد ذره (N، )انرژي (Eكه توسط ) حالت ماكروسكوپي(اين تمرين نشان داد كه حالت سيستم 
 تعداد اين V,N,Eبا تغيير . صدق كنند) 2(و ) 1(نهايت حالت ميكروسكوپي ساخته شده باشد كه در روابط  تواند از بي مي

 به معناي تغيير تعداد حالتهاي ميكروسكوپي V,N,Eاز ديد بولتزمن تغيير كمياتي چون . تواند تفاوت پيدا كند حالتها هم مي
كار با . را مشخص كند. . . پذيري چون فشار، گرما، دما و  ها كميات ترموديناميكي اندازهبود كه بتواند با بررسي اين تعداد حالت

با معرفي اين . اي دست نيافته بود اتفاقي بود كه تا آن زمان هيچ كسي به چنين ايده» حالت«اين تعداد حالتها و معرفي مفهوم 
 دوم نيوتن يا چگونگي برهم كنش تك تك ذرات با هم رها مفهوم از شر مفاهيم مزاحمي چون پيدا كردن جواب معادله قانون

  .يا تحول حالت سيستم مرتبط خواهند بود» حالت«شويم و تنها مفاهيم مجردي چون  مي
ها و مولكولها با يكديگر مفهومي به نام حالت معرفي كنيم و  پس آموختيم كه بايد به جاي دانستن برهم كنش تك تك اتم

كنند كه  صدق مي) 2(و ) 1(اين حالتهاي ميكروسكوپي كنيم كه همگي در قوانيني شبيه روابط توجه خود را معطوف به 
  . مشخص كننده حالت ماكروسكوپي سيستم است

  »آمار و ترموديناميك«
  . در تماس با يكديگر قرار دهيم را كه به طور جداگانه هر يك در تعادل هستند A2 و A1تصور كنيد دو سيستم 

  
 
  
  

) به تعداد A1سيستم  , , ) N V E1 1 1 ها و  اي كه تعداد ذرات و ترازهاي انرژي اتم گونه  حالت ميكروسكوپي دارد به1
N,اي هستند كه  گونه مولكولهاي آن به E1  1توان به تعداد   و براي اين دو معادله ميصادق است) 2(و ) 1( در روابط 1

) به تعداد A2هم چنين سيستم . حالت، جواب يافت , , ) N V E2 2 2 اي كه تعداد ذرات و  گونه  حالت ميكروسكوپي دارد به2
N,ه اي هستند ك گونه ها و مولكولهاي آن به ترازهاي انرژي اتم E2 صادق است و براي اين دو معادله ) 2(و ) 1( در روابط 2

  .  حالت جواب يافت2توان به تعداد  مي
E,هاي  شود كه انرژي اين تماس منجر مي E2   .  تغيير نمايند اما هم چنان مجموع آنها ثابت باشد1

)3(            ( ) ( ) .E E const 1 2  
لذا تعداد كل حالتهاي ميكروسكوپي سيستم از ديد احتمالي به دليل مستقل بودن . تعداد ذرات و حجم هر طرف نيز ثابت است

  .دو سيستم از يكديگر برابر است با حاصل ضرب تك تك حالتها
)4 (        ( , , ) ( , , ).   t N V E N V E1 1 1 2 2 2  

)) 3(شود؟ در رابطه   صورتي منجر به تعادل ميحال بايد از خود بپرسيم اين تماس در چه ) ( ),E E2 تواند    هر مقداري مي1
)بنا به اين فرض براي هر ) 4(پس تعداد حالات در رابطه . داشته باشد به شرط آن كه مجموعشان ثابت باشد ) ,E E2 1 

  پس تعادل كجاست؟. متفاوت است
)افتد كه  زماني اتفاق ميجواب آن است كه تعادل  ) ( ),E E2 كسي . اي باشند كه تعداد كل حالات ماكزيمم شود گونه  به1

تواند مفهوم دما را به درستي تعيين كند و در ادامه روابط ترموديناميكي را همانند رهيافت  داند چرا ولي اين جواب مي نمي
  . مشتق بگيريم و مساوي صفر قرار دهيمE1نسبت به ) 4(م بايد از رابطه براي يافتن ماكزيم. پديدارشناختي نتيجه بدهد
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1 2 1
0  

  توان نشان داد كه  مي) 3(با توجه به رابطه . اي است كه ماكزيمم كننده تعداد حالات است نشان دهنده انرژي» بار«علامت 


 

E

E
2

1
1 

  را كه مشخص كننده تعادل است به صورت زير بيان نمود) 5(توان رابطه  پس مي
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)6(       ( ) ( )

E E E E

Ln E Ln E

E E
 

      
       1 1 2 2

1 1 2 2

1 2
  

پس . اما از منظر شهود هنگام تعادل دماي دو سيستم يكسان است. برقرار باشد) 6(افتد كه رابطه  تعادل زماني اتفاق مي
  توان از دما يك تعبير رياضي اين چنيني داشت مي

)7 (        
, ,

( ( , , ))

N V E E

kLn N V E

T E 

     

1  

k از دليل آناليز ابعادي وارد شده است و مقدار آن نيز نامند و به مي بولتزمن عدد   

)8(           / ( ) 
J

k
k

231 38 10  
اگر دو . ارضا شود) 6(يابد كه رابطه  دارد كه رد و بدل شدن انرژي ميان دو سيستم تا زماني ادامه مي بيان مي) 6(رابطه . است

A,سيستم  A2   .  ارضا شود) 6(اي است كه همواره رابطه  گونه  را مختل كنيم بازهم اين مبادله انرژي به1
اگر ذره را از چاه خارج كنيم و . اي درون چاه پتانسيلي قرار دارد و ساكن است اين تعبير همانند آن است كه تصور كنيم ذره

تواند همانند نقطه تعادل سيستم  از اين منظر چاه مي. كند ار دهيم ذره دوباره به دورن چاه سقوط ميدار قر روي يك تپه شيب
  .باشد

اي تعريف كرد كه نقطه  گونه توان به در مورد تماس دو سيستم نيز اين گونه است يعني اين كه يك پتانسيل ترموديناميكي مي
  . بحث اين موضوع از حوزه اين كتاب خارج است. هوم دما در آن صادق استتعادل پايدار اين پتانسيل همان جايي باشد كه مف

  و تعريف آنتروپي به صورت زير ) 7(با توجه به رابطه 
)9(             ln S k  

  . توان به شكل زير بيان كرد را مي) 7(رابطه 

)10 (            
,

    N V

S

T E

1  

به ) 1(چنانچه در سيستم شكل . ثابت باشد) به ترتيب تعداد ذره و حجم (V,Nگيرد كه  ميگيري زماني انجام  اين مشتق
,A A2 شان را هم مبادله كنند به نوعي كه مجموع تعداد ذرات   اجازه دهيم تا علاوه بر تبادل انرژي بتوانند تعداد ذرات و حجم1

  دو طرف 
 N N Const1 2  

  حجم دو طرف و مجموع 
 V V Const1 2  

  توان تعادل را نيز جايي معرفي نمود كه  ثابت بماند، آنگاه با تكرار همين روند مي

, ,

,
      

       V E V E
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.
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V V
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فشار و پتانسيل شيميايي كمياتي . عادل تعريف كردتوان مفهوم فشار و پتانسيل شيميايي را در ت با توجه به اين رابطه مي
  شوند هستند كه هنگام تماس دو سيستم با يكديگر برابر شوند و با توجه به روابط زير تعريف مي

, ,N E N E

P kLn S

T V V

             
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  .يي استانيكي و معادله دوم مبين تعادل شيميامعادله اول مبين تعادل مك
افتد كه فشار در دو طرف يكسان شود و يا مبادله تعداد ذرات  هنگام تماس دو سيستم با يكديگر مبادله حجم تا زماني اتفاق مي

شود كه پتانسيل شيميايي در دو طرف برابر شود همان گونه كه مبادله انرژي تا جايي اتفاق  در دو طرف زماني متوقف مي
  پس در حالت تعادل . يكسان شودافتاد كه دماي دو طرف   مي

)13(           ,     ,     T T P P  1 2 1 2 1 2  
  در تطابق كامل با دانش ترموديناميك ما هستند چرا كه ) 10(و ) 12(روابط 

, , , ,

, , , ,
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  يعني. همان قانون اول ترموديناميك است) 14(روابط 
dE Tds PdV dN    

,

,
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,
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د اين بيني طور كه مي داند چرا در زمان تعادل بايد تعداد حالتها ماكزيمم شود اما همان گونه كه قبلاً اشاره شد كسي نميهمان
  . اين در واقع نگاه از پايين به بالا است. فرض منجر به قانون اول ترموديناميك شد

  
  :آل گاز ايده

 ذره است كه هيچ برهم Nآل سيستمي متشكل از  گاز ايده. آل را در نظر بگيريد به عنوان يك كاربرد از مباحث فوق گاز ايده
دارند كه براي بدست آوردن كميات ترموديناميكي ابتدا بايد آنتروپي  ميبيان ) 12(و ) 10(روابط . كنشي با يكديگر ندارند
نياز به دانستن تعداد حالتهاي ميكروسكوپي ) 9(براي بدست آوردن آنتروپي نيز با توجه به رابطه . سيستم را محاسبه كرد

به ازاي يك انرژي خاص و ) 2(و ) 1(ابطه براي يافتن تعداد حالتهاي ميكروسكوپي بايد تعداد جوابهايي را بيابيم كه در ر. داريم
اما در نگاه اول همين بدون برهم كنش بودن ذرات با يكديگر . اين كار را بعداً انجام خواهيم داد. يا تعداد ذره خاص صادق است

ور كنيم هر دهد كه تص چرا كه غير برهم كنش بودن ذرات اين امكان را به ما مي. راهنماي خوبي براي يافتن تعداد ذرات است
  پس بايد تعداد حالات متناسب با . تواند در هر كجاي جعبه صرفنظر از وجود برهم كنش جاي بگيرد اي مي ذره

)15(           ( , , ) .  NN V E V  
  توان نشان داد كه  مي) 12(و خط اول رابطه ) 9(حال با توجه به رابطه . باشد

, ,

ln

N E N E

P S kN
k

T V V V

              
 

)16 (          .PV NkT   
. اين همان قانون بويل است كه اولين فرمول در درس ترموديناميك است. اين رابطه براي شما آشنا نيست؟ بله درست است

از . پذير ماكروسكوپي بسيار شگفت انگيز است اين ارتباط بين توصيف تعداد حالات ميكروسكوپي و ارتباط آن به كميات اندازه



 
 
  

 12 مقدمات مكانيك آماري

بگذاريد . هاي مكانيك آماري است اين يكي از موفقيت.  مكانيك آماري و ترموديناميك بسيار خواهيد ديداين تشابهات ميان
جايگذاري ) 9(بعد در رابطه . ابتدا تعداد حالات را بدست آورديم. رسيديم) 16(يك بار ديگر مرور كنيم كه چگونه به رابطه 

براي يافتن كميات . شود يز از يافتن تعداد حالت شروع ميپس همه چ. فشار حاصل شد) 12(نموديم و به كمك رابطه 
  . نيز بدست آوريم N وEرا به   يعني بايستي وابستگي يشتري به تعداد حالات توجه كنيمترموديناميكي ديگر بايد با دقت ب

همان گونه كه از . اند ه در رهيافت كوانتوم مدلسازي شدهآل، با ذرات آزاد درون جعب براي سادگي تصور كنيد ذرات آزاد گاز ايده
  . شود دانيم طيف انرژي اين سيستم توسط رابطه زير توصيف مي كوانتوم مي

)17(            .  x y z

h
n n n

mL


2
2 2 2

28  
h ،ثابت پلانك m جرم هر يك از مولكولها و Lاه تعداد چنانچه طيف تمامي مولكولها اين چنين باشد آنگ.  ابعاد جعبه است

  حالات سيستم منوط به يافتن تعداد جوابهاي معادله زير است

)18(           *.
N

r
r

mV
n E

h



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2 33

2
2

1

8
  

توان  شود و به كمك  آن  مي  ذره تقسيم ميNهاي انرژي است كه  بين   نشان دهنده تعداد كوانتوم18به بياني ديگر رابطه  
  )بدست آوردرا) تعداد حالات .  

اي ميان  معادله حالت رابطه. توان معادله حالت اين سيستم را بدست آورد قبل از اين كه تعداد جوابهاي معادله فوق را بيابيم مي
Vاز آنجا كه تابعيت . است) اي ميان فشار و انرژي يا در حالت كلي رابطه(فشار و حجم  E2 اهر  به طور صريح در عبارت ظ3

ها آنتروپي و يا تعداد حالات را به ازاي يك انرژي خاص يا يك حجم  توان به نوعي به دور از تمامي پيچيدگي شده است پس مي
Vخاص معادل با تعداد حالاتي دانست كه عبارت  E2 اي تغيير  گونه به عبارتي ديگر اگر انرژي و حجم به.  در آنها ثابت باشد3

Vه كنند ك E2 لذا با .  در همه آنها عددي يكسان باشد آنگاه همه اين حالات معرف يك حالت ماكروسكوپي خاص است3
  توجه به قانون اول ترموديناميك 

,

     N S

E E
P

V V

2
3  

)19 (          . E PV3 2  
كرديم اما اين  نويسي اثبات مي وديناميك آنها را پس از چند خط فرمولاي ديگر رسيديم كه در ترم باز هم به رابطه. جالب است

  . جا به كمك مكانيك آماري تنها با يك مفهوم تعداد حالات و يك مشتق ساده اثباتش كرديم
  و اين كه هر حالت ماكروسكوپي توسط ) 19(از رابطه 

V E Const2 3  
   سيستمط ميان فشار و حجمارتباتوان دريافت كه  شود مي توصيف مي

)20(             .PV Cte5 3  
مان  به مسئله اصلي. شد دررو كه بدون انتقال گرما بودند بيان مي اين رابطه نيز در ترموديناميك براي فرآيندهاي بي. است

يابيم كه اين معادله بسيار شبيه  درمي) 18(با كمي دقت در معادله . را بيابيم) 18(خواستيم تعداد جوابهاي معادله  مي. برگرديم
  .  استE* بعد است كه شعاع آن N3معادله يك كره در 

توان نشان داد كه مساحت  مي.  بعد استN3 در E*لذا تعداد اين حالات تقريباً معادل با يافتن مساحت يك كره با شعاع 
   به صورت زير استRعاع  بعدي با شNيك كره 
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

N
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N

 2
12

2  

  معرفي شده است به صورت زير خواهد بود) 18( در رابطه *E كه E* بعد با شعاع N3پس تعداد حالات در 
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)22(       ( )
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  .دشو آنتروپي به صورت زير تعريف مي) 9(با توجه به رابطه 
lnS k   

)23(       ln ( ) ln !
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S Nk mE k
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 3 2
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32 2  

  :حال به كمك رابطه استرلينگ كه به شكل زير است
! Lnn nLnn n  

  را به صورت زير نمايش داد) 23(توان رابطه  مي

)24(       ln .
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V mE N
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 3 2
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  )برحسب آنتروپي(ت آورد توان استفاده كرد و انرژي را بدس از رابطه اخير مي

)25(         exp .
   
 

Nh S
E

NkmV

2

2 3
3 2 134  

  . توان تمامي كميات ترموديناميكي را بدست آورد مي) 10(و ) 12(اكنون با توجه به روابط 

)26 (      
,
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  . كرديم آل است كه در ترموديناميك اثبات مي اين همان رابطه انرژي داخلي گاز ايده

)27(         
,

.
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V
N V

E
C Nk

T

3
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  . بدست آمد منجر به رابطه صحيحي براي ظرفيت گرمايي شد) 26(انرژي داخلي كه از رابطه 

,

.
       N V

E E
P E PV

V V

2 3 23  

  . در تطابق است) 26(است كه با فرض قانون بويل با رابطه ) 19(رابطه اخير همان رابطه 

)28(           
,

( ) .
     

P
N P

C E PV nR
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 كه نسبت ظرفيت گرمايي در فشار ثابت به ظرفيت گرمايي در حجم ثابت است γتوان ضريب  وجه به دو رابطه اخير ميبا ت
  بدست آورد

. P VC C 5
3  

  پارادوكس گيبس
ا رابطه ام. كي از خواص آنتروپي به عنوان يك كميت فزونور آن است كه اندازه آن با توجه به ابعاد سيستم بايد تغيير كندي
اما دليل آن چيست؟ . افتد اتفاق مي) 24( در عبارت (Lnv)اين امر به خاطر وجود جمله . دهد چنين چيزي را نشان نمي) 24(

دهد كه ما در خلال محاسبه آنتروپي، آنتروپي كل سيستم را معادل با مجموع آنتروپي تك تك  اين اتفاق به آن دليل رخ مي
در اصل آنتروپي كل سيستم شامل جملاتي علاوه بر مجموع آنتروپي تك . ين امر خلاف واقع استمولكولها در نظر گرفتيم كه ا

  . نامند گيبس اولين بار اين موضوع پي برد و به همين دليل اين رخداد را به نام پارادوكس گيبس مي. تك مولكولهاست
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آل هستند مطابق شكل زير در تماس با   ايدهكه هر يك گاز) 2(و ) 1(براي فهم بهتر اين موضوع تصور كنيد دو سيستم 
 يكديگر باشند 

 
 
 

  .شود بيان مي) 24(ها در تماس با يكديگر باشند آنتروپي هر يك توسط رابطه  قبل از آن كه هر كدام از سيستم

ln ln
      

  
i

i i i i

m kT
S N k V N k

h


2

23 12     

  لذا مجموع آنتروپي دو سيستم قبل از تماس با يكديگر به صورت زير است 

)29(     ln ln


          
   

T i i i
i

mkT
S S S N k V N k

h

2

1 2 2
1

3 212  

  گردد شان به صورت زير بيان مي اما پس از تماس با يكديگر آنتروپي

)30(       ln (


         
 i

i i
i

m kT
S N k V N k k

h

2

2
1

23 12  

در رابطه اخير  V V V1   لذا تغيير آنتروپي در طي اختلاط به قرار زير است.  است2

)31(       ln ln .
  

     
 

T

V V V V
S S S k N N

V V
1 2 1 2

1 2
1 2

  

  :ه طي اختلاط بايد آنتروپي افزايش يابد لذااز آنجا ك
)32(              S 0  

حاوي ذرات باشند كه چگالي قبل و بعد از اختلاط يكي باشد ) 2(و ) 1(اگر دو سيستم . پس تا اينجا همه چيز درست است
  توان به شكل زير بازنويسي نمود  را مي) 31(آنگاه رابطه 

)33(       ln ln .
  

   
 

N N N N
S k N N

N N
1 2 1 2

1 2
1 2

  

حاوي ذرات گاز با نوع يكساني از ذرات باشند يعني هر دو سيستم در بردارنده يك نوع ذره ) 2(و ) 1(حال تصور كنيد سيستم 
توان  پذير است و مي در اين صورت تغيير آنتروپي طي اختلاط بايد صفر باشد چرا كه چنين فرآيندي يك فرآيند برگشت. باشند

است چرا كه در اين رابطه ) 33(اما اين امر در تناقض با رابطه . همان حالت اوليه را توليد كرد) 2( در شكل با گذاشتن ديواره
  اشكال كجاست؟. تغيير آنتروپي مثبت است

  يابيم كه و با توجه به رابطه استرلينگ در مي) 33(با كمي دقت در رابطه 
)34(          ln( )! ln ! ln ! .S k N N N N    1 2 1 2  

  از آنتروپي صحيح نيست بلكه بايد به همراه جمله ) 24(دارد كه رابطه  ياين رابطه بيان م
ln !k N  

  . باشد تا در حالت يكسان بودن ذرات تغيير آنتروپي صفر باشد
رديم بايد ك تعداد حالات را بيان مي) 22(زماني كه در رابطه . ايم به بياني ديگر ما در شمارش تعداد حالالت دچار اشتباه شده

نيست بلكه ) 22(بوديم كه زماني كه تعدادي از ذرات مثل هم و شبيه هم باشند تعداد حالات ديگر همان رابطه  مراقب اين مي
 ذره يكسان وجود n1يابد و دليل آن هم تمايزناپذيري ذرات يكسان است چرا كه اگر در هر تراز انرژي به تعداد  كاهش مي

 ذره هيچ n1 ذره بايد تقسيم شود زيرا هر جايگشتي از اين n1هاي اين  ته باشد آنگاه تعداد كل حالات به تعداد جايگشتداش
  با اين حساب با در نظر گرفتن اين نكته و با افزودن جمله . آورد حالت جديدي به وجود نمي

 n !k L N  

 , ;TN V1 1   , ;N V T2 2  
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  توان نشان داد كه رابطه صحيح براي آنتروپي به شكل زير است و استفاده از فرمول استرلينگ مي) 24(به آنتروپي رابطه 

( , , )
     

   

V mE
S N V E NkLn Nk

NN

 3 2

3
4 5 23  

)35(       ln ln .
V mkT

Nk Nk
N h

             
2

3 5 2
2 3   

  :توان دريافت كه به دليل حضور جمله با توجه به رابطه اخير مي
 
 
 
V

Ln
N

 

كه در حد ترموديناميكي كميتي ثابت است، آنتروپي كميتي فزونور خواهد بود كه با افزايش و يا كاهش اندازه سيستم به همان 
هم چنين هنگام . با در نظر گرفتن حالت دقيق رفع شد) 24(پس مشكل فزونور نبودن آنتروپي رابطه . ميزان تغيير خواهد نمود

  .زير خواهد بوداختلاط تغيير آنتروپي به قرار 

)36(       ( ) ln ln ln .
 

      

V V V V
S k N N N N

N N N N
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

  

  چنانچه ذرات تركيب شونده يكسان باشند آنگاه 


 


V V V V

N N N N
1 2 1 2

1 2 1 2
 

  كه در اين صورت تغيير آنتروپي طي اختلاط دو نوع گاز يكسان صفر خواهد بود
 S 0 

  
  . يل شيميايي و انرژي آزاد هملمهولتز را مشخص كنيد، انرژي، پتانس)35(با توجه به رابطه : 2تمرين 

  توان انرژي را به صورت زير بيان نمود مي) 35(با توجه به خط اول رابطه : پاسخ

ln

exp

     
   

    
 

V mE
S Nk Nk

NNh

h N S
E

NkmV





3 2

3

2 5 3

2 3

4 5 23
3 2 5 334

 

.  است رخ دادهN و هم چنين ضريب آن در توان expيابيم كه تغييراتي در آرگومان  درمي) 25(با مقايسه رابطه اخير با رابطه 
  توان نشان داد كه مي) 14(طبق تعريف با توجه به روابط 

,V S

E E S E S
E

N N N NkN k
              2

5 2 5 2
3 3 33  

  لازم به ذكر است كه گرچه رابطه آنتروپي اصلاح شده است اما هم چنان روابط ترموديناميكي ديگر مانند 





E NkT

PV NkT

3
2  

توان پتانسيل شيميايي را به   و هم چنين شكل صحيح آنتروپي ميبا توجه به رابطه انرژي. هم چنان به قوت خود باقي هستند
  صورت زير بيان كرد
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ln

ln .

ST V mE
kT kT kT kT

N NNh

N h
kT

V mkT






         
   

  
    
   

3 2

3

3 22

5 5 5 4
2 2 2 3

2

 

  با توجه به رابطه انرژي آزاد هلمهولتز 
   F E TS G PV  

  .دتوان انرژي آزاد هلمهولتز را بدست آور چنين دو رابطه ترموديناميكي ياد شده ميو هم) 35(و رابطه 

ln ( )

ln

      
        

     

V
F NkT NkT NkT mkT

Nh

N h
F NkT

V mkT





3 2
3

3 22

3 5 22 2

12

 

  
كنم كه در شمردن تعداد حالالت ميكروسكوپي اين دقت را داشته باشيم كه  به عنوان نكته آخر اين فصل خاطر نشان مي
قرار داشتند . . . ر و ي ذره تمايزناپذ2 ،n2  ذره تمايزناپذير و در تراز1 ،n1چنانچه ذرات تمايزناپذير بودند و مثلاً در تراز 

  .تعداد صحيح كل حالات بايد در عبارت زير ضرب شود

)37(           !
( , ,...)

! !....


N
w n n

n n1 2
1 2

  

شد  اي حتي ذرات يكسان منجر به يك حالت جديد مي اما اگر ذرات تمايزپذير بودند به اين معنا كه جابه جايي هر دو ذره
  .برديم در مورد تعداد صحيح حالات را به كار مي) 22(همان رابطه 

  
  اي به صورت زير است فرض كنيد رابطه پاشندگي انرژي براي ذره: 3تمرين 

   ;    , , ,... E nhv n 0 1 2  
هاي  اي براي تعداد كل حالات بدست آوريد و سپس تمامي كميت با توجه به اين رابطه پاشندگي، رابطه

  .ترموديناميكي همانند انرژي، فشار، پتانسيل شيميايي و انرژي آزاد هلمهولتز را بدست آوريد
وي قيدي نظير ثابت بودن انرژي و پيدا همانند آنچه كه در متن درس بيان گرديد تعداد كل حالات ميكروسكوپي از ر: پاسخ

  در اين مسئله نيز اين قيد به زبان زير ترجمه خواهد شد. آيد كردن تعداد جوابهاي معادله بدست مي




N

i
i

E
n

hv1
 

الات چنانچه تمامي ويژه مقادير انرژي فركانس يكساني داشته باشند لذا تعداد جوابهاي معادله فوق مشخص كننده تعداد ح
توان نشان داد كه تعداد جوابهاي معادله فوق كه همان تعداد حالات  با توجه به آناليز تركيبي مي. ميكروسكوپي است

  ميكروسكوپي است به قرار زير است

( )!

( )!( )!
     

       
    

E
N E hv N

hv
N E hv

N

1 1
11

 

E,با توجه به رابطه استرلينگ چنانچه  hv Nي به صورت زير در خواهد آمد و هر دو بزرگ باشند آنگاه آنتروپ  
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   

 

ln ln ! ln( )! ln !

   ln ( ) ln( ) ln

         
              

S k k E hv N N E hv

E
k N E hv N N N E hv E hv

hv

1 1

1 1 1 1
 

  پردازيم به محاسبه كميات ترموديناميكي مي) 12(و ) 10(حال با استفاده از روابط 

 
,

,

ln ln

                      ln

.

N V

hv kT

N S

S
k E hv N hv E hv hv

T E hv hv

k Nhv

hv E

Nhv
E

e
E

P
V

               

     

 


     

1 1 11 1 1

1

1

0

 

.

ln ln

hv kT
S V

hv kT hv kT

hv hv kT hv kT

kT

E hv

N e

Nhv e e
F E TS NkT NkT N

e e
e

      

 
       

1

1 11

 

 

                      ln

ln (ln )

     
 

       

hv kT hv kT

hv
hv

hv hv

NkT N

e e

Nhv e
F NkT e N hv

e e




 

1 1

11 1

 

كه در رابطه اخير از تعريف 
kT

 
  .تفاده نموديم اس1

  
  آل نسبيتي كوانتومي به قرار زير است رابطه پاشندگي ذرات گاز ايده: 4تمرين 

( )  x y z

hc
n n n

L
 2 2 2 1 2

2  

تعداد حالات معادل با اين ترازهاي انرژي و هم چنين نسبت  P

V

C

C
 و ديگر كميات ترموديناميكي را بدست 

  .آوريد
توان به صورت  رابطه فوق را با كمي دستكاري مي.  ذره آزاد كوانتوم در جعبه با كمي تفاوت است اين سيستم مشابه با:پاسخ

  زير بازنويسي نمود

x y z

L V
n n n

h c h c

 
   

2 2 2 3 2
2 2 2

2 2 2 2
4 4  

Vدهد كه در هر حالت ميكروسكوپي اندازه  اين رابطه نشان مي E2 3 ن توا با دنبال كردن همان رهيافت متن مي.  ثابت است2
  نشان داد كه 

,

       N S

E
P E V E PV

V

1 33  

  !!حتماً به خاطر بسپاريد. آل است و بسيار مشهور است   اين رابطه، معادله حالت ذرات نسبيتي ايده
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  
 

EV PV Cte



1 3 4 3

4 3
 

4آل نسبيتي   براي يك گاز ايدهγضريب 
5غير نسبيتي آل   است در حالي كه اين عدد براي گاز ايده3

  .  بود3

   است E* بعد است كه شعاع نامي آن N3اي در  تعداد حالات اين سيستم معادل با يافتن مساحت كره
*

( )


V E
E

hc

2 3 2

2
4  

  به قرار زير است) 22(و ) 21(لذا تعداد حالات با توجه به رابطه 

 
!

N
N EV

Nh c

       
 
 

3 22

3 3

4
3

2

 

  توان آنتروپي را به شكل زير بيان كرد  عددي بسيار بزرگ است ميNبا توجه به رابطه استرلينگ و اين كه 

ln ln
N E V

S k k
N h c

  
     

  

2 2 3

2 2
3 8 12 3  

,

/

N V

S Nk
E NkT

T E E

S Nk
P T PV NkT

V V

      


   


1 3 3
 

  .آل در تطابق كامل است دو رابطه اخير با معادله حالت ذرات نسبيتي ايده

,

ln ln

                                                                   = ln

V E

S E V V
k k Nk T

T N N h c h c

h c
k

Nk V T

  



                   
 
 
 

2 2 3 2 3
2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 3 2

3 8 3 242 3 2
3
2 24

 

  
A,نشان دهيد چنانچه دو سيستم بزرگ ) الف: 5تمرين  A2 در تماس با يكديگر باشند توزيع ) 1( همانند شكل 1

  .تعداد حالات يك توزيع گاوسي دارد و انحراف از معيار اين توزيع را بدست آوريد
راف از معيار آن را محاسبه آل باشند اين توزيع را بدست آوريد و انح چنانچه اين دو سيستم حاوي گاز ايده) ب

  .كنيد
A, با توجه به اين كه هر دو سيستم :پاسخ A2  با t و شامل تعداد زيادي ميكرو حالت هستند پس بهتر است به جاي 1

lntبراي بدست آوردن توزيع .  كار كنيمlnt را حول مقدار E1دهيم شد بسط مي  كه منجر به تعريف دما مي  
ln ( )

ln ( ) ln ( ) ( )

ln ( )
                    + ( ) ...





  
      

  
   

t
t t

E E

t

E E

E
E E E E

E

E
E E

E

1 1

1 1

1
1 1 1 1

1

2
21

1 12
1

1
2

 

  . با توجه به تعريف دما مشتق اول صفر است
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ln ( )



  
  

t

E E

E

E
1 1

1

1
0 

  . شود و مشتق دوم منجر به توزيع گاوسي مي
ln ( ) ln ( ) ln ( )

                                =





      
     

  
    

 

t

E E

V

E E E

E E E

S T T

k k E EE kT kT C

1 1

2 2 2
1 1 1 2 2

2 2 2
1 1 2

2 1

2 2 2
1 1 1 1

 

  يابيم كه ر رابطه بالا در ميبا جايگذاري اين كميت د

ln ( ) ln ( ) ( )t t
v

E E E E
kT C

     2
1 1 1 12

1
2  

( ) ( ) exp ( ) .t t
V

E E E E
kT C

 
      

 
2

1 1 1 12
1

2  

  با توجه به اين رابطه انحراف از معيار اين توزيع گاوسي به شكل زير است
 VkT C 2  

  آل براي يك گاز ايده) ب

VC Nk
3
2  

  ف معيار از معيار به صورت زير استآل اين انجرا پس در مورد گاز ايده. است

. Nk T 2 23
2  

شود و بايد مشتقات مراتب بالاتر را نيز در نظر  اين رابطه نشان دهنده آن است كه با افزايش دما پهناي تابع گاوسي بيشتر مي
  تقريب گاوسي زماني مناسب است كه . گرفت

.
( ) ( )t t

Nk T

E E




 

2 2

1 1

3
2 1  

  
براي ) تعداد حالات(آل به يكديگر همبسته باشند آنگاه حجم فضاي قابل دسترس  ات گاز ايدهچنانچه ذر: 6تمرين 

Vاي حجم  اگر هر ذره.  نيستNVذرات ديگر   را درون ظرف اشغال كند و تعداد كل ذرات N باشد آنگاه رابطه 
  . كامل بدست آوريدمشابه قانون بويل را براي گازهاي 

Vباشد آنگاه حجم قابل دسترس براي ذره دوم ) حجم كل ظرف (V اگر حجم قابل دسترس براي ذره اول :پاسخ V  است 
Vو براي ذره سوم  V 2  در نهايت حجم قابل دسترس براي كل ذرات . . .  حجم قابل دسترس است و  
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,

( )( ) ( ( ) )

( )
 

( )
 

 

( ) ( )
 

( )

N N N

N E

V V V V V V N V

N VN
V V V V

V

N V
Ln NLnV Ln

V

kN VP S PV
kN V NkT

NVT V V
V

NV
NV V

V
NV NV

PV P V
V

P V b NkT



     

   

    

        

  


   

  

  















22

1

2

2
0

2

0

2 1

12 2

1 2

2 1 2
1 1 21 2
1 2 2

 

~ است كه V-bشود گويي آنكه حجم قابل دسترس براي هر ذره به طور معادل  لذا قانون بويل اصلاح مي
NV

b 2
است  .  

 
آل تك اتمي نشان دهيد كه تغيير آنتروپي بين دو دماي خاص در حالتي كه فشار ثابت  براي يك گاز ايده: 7تمرين 

5نگه داشته شود 
  .  برابر تغيير آنتروپي بين دو دماي خاص در حالتي است كه حجم ثابت نگه داشته شود3

  است) 34(رابطه صحيح آنتروپي به صورت رابطه : پاسخ
              

V mkT
S NkLn Nk Ln

N h


2

3 5 2
2 3  

  اگر فشار ثابت باشد آنگاه 

 
NkT

P Cte
V

 
  پس 

ln
           

P

kT mkT
S Nkln Nk Nk

P h


2

5 3 2
2 2

بتفشار ثا:  

   PdS Nk Nk Nk

dT T T T

3 5
2 2  

 ln ln
     
 

V

mkT
S Nk V N Nk Nk

h


2

5 3 2
2 2 حجم ثابت:  

VdS Nk

dT T
 

3
2

 
  طور كه از دو رابطه اخير مشخص است همان

 VP dSdS

dT dT

5
3  
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اي در تماس با يكديگر هستند كه قادر به تبادل انرژي و تعداد  گونه به) 1( همانند شكل B,Aدو سيستم : 8تمرين 

Aبيشترين مقدار كميت . ره هستند ولي حجم هر طرف ثابت استذ

A

dE

dN
  .  را محاسبه نماييد

  چنانچه دو سيستم در تماس با يكديگر قرار بگيرند) 1( با توجه به شكل :پاسخ
  
  
  

  توان به صورت زير نوشت قانون اول ترموديناميك را مي
 
 

A A A A A

B B B B B

dE T dS dN

dE T dS dN




 

  ه دو سيستم در تماس با يكديگر هستند لذا از آنجا ك
   ,  

  .

 
 

A B

A B

dE dE

dN dN

0
0  

  توان نتيجه گرفت كه  از اين رو مي

,


 


A A B B
A

A B

T dS T dS
dN

 
 

Aبيشترين مقدار 

A

dE

dN
  افتد كه   زماني اتفاق مي

 A BdS dS 0 
  لذا 


 


A B

A A
A B

T T
dN dS

 
 

Aتوان مقدار   رابطه در قانون اول ترموديناميك ميبا جايگذاري اين

A

dE

dN
   .  را بدست آورد

A B B A A A
A A A A A

A B A B

A B A A B

A A B

T T
dE T dN dN

T T T T

dE T T

dN T T

   


 

  
      


 



 , ,

A

N V E
1

1 1 1
 

 , ,

A

N V E
2

2 2 2
 



   دوم فصل    

  نظريه آنسامبل

گونه كه در فصل گذشته آموختيد مكانيك آماري بر پايه فرض وجود يك سري حالتهاي ميكروسكوپي است كه اين حالتها همان
فصل ) 2(و ) 1(رابطه ميان حالتهاي ميكروسكوپي و ماكروسكوپي نيز توسط روابط . با يك حالت ماكروسكوپي هستندمتناظر 

به عنوان مثال در يك سيستم دو ترازه اگر انرژي كل اين سيستم را ثابت فرض كنيم آنگاه تعداد مشخصي . شد گذشته بيان مي
توانست  به همين ترتيب فرض وجود تعداد ذره مشخص نيز مي. مشخص استشان همين مقدار  حالت وجود دارد كه انرژي همگي

تعيين كننده حالت ميكروسكوپي باشد چرا كه اگر امكان خلق و فناي ذره وجود داشته باشد آنگاه حالتهاي بيشماري وجود دارند 
  . مشخص خواهد بودها همان تعداد ذره  كه همگي داراي تعدادي ذره و پاد ذره هستند به نوعي كه تفاضل اين

)لذا با مشخص كردن حالت ماكروسكوپي سيستم , , )N V Eاين به آن . حالتهاي ميكروسكوپي سيستم نيز تعيين خواهند شد
معناست كه اگر اختلالي به سيستم وارد نشود و انرژي آن تغيير نكند آنگاه تحول سيستم تنها بين اين حالتهاي ميكروسكوپي 

كند و در يك بازه زماني بسيار بزرگ  با گذر زمان سيستم تمامي اين حالتهاي ميكروسكوپي را جاروب مي. د گرفتصورت خواه
  . مفهوم اصلي نظريه آنسامبل همين است. گيري زماني خواهد بود ري روي تمامي حالتها معادل با ميانگينيگ ميانگين

اي كه تمامي حالتهاي   همگي حالت ميكروسكوپي هستند به گونههاي متعدد از يك حالت ماكروسكوپي است كه آنسامبل كپي
  . ميكروسكوپي متناظر با حالت ماكروسكوپي را در بربگيرد

ما در اين فصل قصد داريم به كمك معرفي مفهوم فضاي فاز و قضيه ليوويل شهود بيشتري از حالتهاي ميكروسكوپي كسب كنيم و 
  . ي چند سيستم بپردازيمهاي ميكروسكوپ به بررسي و محاسبه حالت

  فضاي فاز
تواند به وسيله مختصات مكان و تكانه سيستم در همان لحظه تعيين  حالتهاي ميكروسكوپي يك سيستم در هر لحظه از زمان مي

 درجه آزادي مكان N3 ذره باشد تعيين حالت ميكروسكوپي نيازمند تعيين Nبنابراين چنانچه سيستمي حاوي . گردد
, , Nq q q1 2 , درجه آزادي تكانه N3 و هم چنين 3 , , Np p p1 2 3توان حالت ميكروسكوپي را در يك  لذا مي.  خواهد بود

  .  بعدي تصور كرد كه هر نقطه اين فضا معادل با يك حالت ميكروسكوپي استN6فضاي 
  گردد تحول هر يك از اين مختصات توسط معادله هاميلتون بيان مي

( , )
,i i

i
i

H p q
q

p





  
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) 1 (          ( , )
.i i

i
i

H p q
p

q


 


  

)در اين رابطه  , )i iH p qبا گذشت زمان، مختصات . هاميلتوني سيستم استip و iqيابند و تغيير آنها به منزله تغيير  تغيير مي
لذا سيستم مورد نظر در فضاي فاز روي يك منحني حركت خواهد كرد كه شيب منحني . تو تحول حالت ميكروسكوپي سيستم اس

)در هر نقطه معادل با سرعت تحول حالتهاي ميكروسكوپي است كه با نماد  , )  
i iV p qشود  بيان مي .  

سير بسته حركت كنند كه معادله اين از آنجايي كه حالت ماكروسكوپي بدون تغيير است پس حالتهاي ميكروسكوپي بايد در يك م
  . مسير يك ابر رويه در فضاي فاز است

)2 (          ( , ) .i iH p q E  
اگر اجازه . مسير تحول سيستم مشخص خواهد شد) يا در حالت كلي با مشخص كردن حالت ماكروسكوپي(با مشخص كردن انرژي 

 قرار دارند در افت و خيز Eبين دو مقدار مشخص كه حول و حوش ) وپيپارامتر تعيين كننده حالت ماكروسك(دهيم اين انرژي 
باشد آنگاه مسير تحول سيستم در فضاي فاز يك ابر پوسته است كه شعاع داخلي آن  E 1  و شعاع خارجي آن 2 E 1 2 

با يك حالت ماكروسكوپي است و در واقع اين آنسامبل در هر در هر زمان مشخص تمامي حالتهاي آنسامبل معادل . خواهد بود
ها متناظر با يك حالت  لحظه از زمان همانند آن است كه چيدمان حالتهاي ميكروسكوپي تغيير كند اما هم چنان همگي آن

د مشخصي دارند و در تعدا) آنسامبل(البته بايد اين را در نظر داشته باشيم كه اين حالتهاي ميكروسكوپي . ماكروسكوپي باشند
اي  ها عبور خواهد كرد و روي مسير بسته با گذر زمان سيستم از تمامي اين آنسامبل. دهند ك مسير بسته را مييفضاي فاز تشكيل 

  . كند كه توسط معادله مشخص كننده حالت ماكروسكوپي است حركت مي
در هر نقطه از فضاي فاز و حول و حوش هر نقطه از آن . اييمنم را معرفي مي) چگالي حالات(حال در اين قسمت مفهوم تابع چگالي 

Nبه ميزان حجم Nd pd q3  مقدار مشخصي حالت ميكروسكوپي وجود دارد، چگاي اين حالتهاي ميكروسكوپي را در حوالي 3
)نقط , )p q را با نماد شناسيم و آن مي) چگالي حالات(در فضاي فاز به نام تابع چگالي ( , ; )p q tلذا تعداد . كنيم معرفي مي

)حالتهاي ميكروسكوپي در نقطه  , )p qاز فضاي فاز برابر است با  
)3(           ( , ; ) .N Nd p q t d pd q 3 3 3  

  يان نمودتوان ميانگين آماري هر كميتي را در فضاي فاز به صورت زير ب با معرفي مفهوم تابع چگالي مي

)4  (        
( , ) ( , ; )

.
( , ; )

N N

N N

f p q p q t d pd q
f

p q t d pd q




   



3 3

3 3  

نواحي كه همپوشاني با ناحيه مجاز (اين انتگرال در تمامي فضاي فاز قابل تعريف است چرا كه در نواحي غير مجاز فضاي فاز 
ري هر كميتي از اين رابطه مشخص است كه ميانگين آما. چگالي حالات صفر است و تأثيري در رابطه اخير نخواهد داشت.) ندارند

  اما اگر چگالي حالات تابعي از زمان نباشد به آن معنا كه . تابعي است از زمان چرا كه چگالي حالات تابعي از زمان است

)5 (            ,
d

dt


0  

  . آنگاه به وضوح مشخص است كه ميانگين آماري هر كميتي نيز مستقل از زمان خواهد بود
  قضيه ليوويل

نرخي .  پوشانده شده استσ از فضاي فاز توسط سطح Vتصور كنيد حجم . ه مبين تحول چگالي حالات در فضاي فاز استاين قضي
  گردد به صورت زير بيان مي) 3(كه طي آن تعداد حالالت درون اين حجم تغيير خواهد نمود با توجه به رابطه 

)6(             .d
t 

 
   
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   است dσيگر آهنگ كلي تغيير اين حالات معادل با آهنگ خروج شار تعداد حالات از سطح از طرف د
)7(           ˆ .  

  
 V nd V d     

  توان نتيجه گرفت كه  مي) 7(و ) 6(پس با برابر قرار دادن رابطه 

( )

       ( )

d pV d
t

V d
t

  

  


   


     

 

 0

 





 

)8 (          ( )V
t

 
 


0


  

  حال با استفاده از اين نكته كه . شود داد حالات ميكروسكوپي است كه با نام قضيه ليوويل شناخته مياين معادله قانون بقاي تع
( , ),i iV p q    

  منجر به رابطه زير خواهد شد) 8(توان نشان داد كه رابطه  مي) 1(و هم چنين رابطه 
N

i i
i i i

d
q p

dt t q p

   


   
      


3

1
   

)9  (     ,
3

1
0



      
            


N

i i i i i

H H
H

t q p p q t

      

  .  پواسون استفاده گرديده استبراكتابطه اخير از تعريف در ر

)10 (         ,
3

1

    
      


N

i i i i i

A B A B
A B

q p p q
  

با كمي دقت در رابطه . ناپذير سيال است هاي ميكروسكوپي در فضاي فاز همانند تحول تراكم يابيم كه تحول حالت درمي) 9(از رابطه 

dيابيم كه  درمي) 9(

dt

بيند اما  بع چگالي حالت از منظر ناظر ساكن است كه سيستم را در حركت مي تحول تا
t




 تحول تابع 
  براي اين كه اين دو تحول يكي باشند بايستي شرط . چگالي حالت از منظر ناظر ساكن همراه با سيستم است

 

 

d 
n 

v 

vdt 
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)11(         [ , ] ,
N

i i i i i

H H
H

q p p q

 


    
       

3

1
0  

  جواب اول آن است كه . جواب دارداين معادله دو . ارضا شود
)12(           ( , ) .p q Const   
عني تابع چگالي حالات نه بستگي زماني و نه بستگي مختصاتي داشته باشد و در تمام فضاي فاز يكسان باشد و چگالي حالات در ي

  به صورت زير در خواهد آمد) 4 (در اين صورت ميانگين آماري هر كميتي طبق رابطه. سراسر فضاي فاز مجاز برابر باشد

)13(           ( , ) .f f p q d


   
1  

ωتواند با احتمال يكساني در هر يك از حالات   در اين حالت هر يك از اعضاي آنسامبل مي.  حجم مجاز فضاي فاز است
  ير استبه زبان رياضي احتمال حضور سيستم در هر يك از حالات ميكروسكوپي به شرح ز. ميكروسكوپي باشد

)14(             .


P
1  

Ωدر چنين حالتي هيچ ارجحيتي ميان حالتهاي مختلف وجود ندارد و تمامي حالتها از .  تعداد حالات مجاز ميكروسكوپي است
آن است ) 11(اما جواب دوم معادله . شود به چنين آنسامبلي، آنسامبل ميكروكانونيك گفته مي. منظر آنسامبل هم احتمال هستند

  كه 
)15(           ( , ) [ ( , )]p q H p q   

  :توان نشان داد كه به كمك اصل كمترين آنتروپي مي. ها در يك حالت پايا قرار دارند در اين حالت نيز آنسامبل

)16 (          ( , )
( , ) exp .

H p q
p q

kT
    

 
  

ق رابطه اخير هر آنسامبلي كه كمترين انرژي را طب. شود آنسامبلي كه توسط اين رابطه مشخص شود، آنسامبل كانونيك ناميده مي
  :توان در تمامي محاسبات از حالتهاي انرژي كه طي آنها لذا مي. دارا باشد از بيشترين احتمال برخوردار است

E kT  
  . است صرف نظر نمود و تنها به چند تراز اوليه انرژي بسنده كرد

  
  كروكانونيكنگاهي دقيقتر به آنسامبل مي

جا كه هميشه در تعيين انرژي عدم از آن. گونه كه اشاره شد در اين آنسامبل تمامي حالتها از احتمال مساوي برخوردارندهمان
   در نظر گرفتEتوان انرژي را حول و حوش مقدار معين  قطعيت وجود دارد مي

)17 (        ( , )E H p q E     1 2 1 2  
اي است كه توسط رابطه فوق  معادل با حجم ابر پوسته) حالتهاي ميكروسكوپي(ترس براي سيستم در اين صورت فضاي فاز قابل دس

  گردد تعيين مي
)18(         .N Nd d pd q      3 3  

  . گردد تعيين مي) 17(علامت پريم مشخص كننده حجمي است كه توسط رابطه 
ها در هر لحظه توسط رابطه زير بيان  ابع چگالي حالات آنهاست كه ت اي از سيستم بنابراين آنسامبل ميكروكانونيك مجموعه

  گردد مي
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)19 (             
( , )

               

Const E H E
p q

otherwise


       


11 2 2
0

  

در واقع آن چيزي كه از . از آن جا كه چگالي حالات بستگي زماني ندارد لذا ميانگين آماري هر كميت معادل ميانگين زماني است
 يگيري آنسامبل گيري زماني و ميانگين ست اما طبق رابطه اخير ميانگينري زماني ايگ شود ميانگين گيري مي يك كميت اندازه

  . يكسان هستند
با توجه به بحث فصل گذشته تمامي كميات ترموديناميكي به وسيله آنتروپي . نكته مهم در اين خصوص وجود يك حجم پايه است

لذا دانستن تعداد حالات از اهميت خاصي برخوردار . گرديد شد و آنتروپي نيز به وسيله لگاريتم تعداد حالات بيان مي مشخص مي
 باشد براي مشخص كردن تعداد حالات نياز به ωدر مسئله اخير هم چنانچه حجم فضاي فاز قابل دسترس براي سيستم . است

  دانستن و مشخص كردن يك حجم پايه داريم تا با تقسيم اين دو بر هم تعداد حالات بدست آيد

)20 (              

0

  

  .توان آنتروپي را به صورت زير معين نمود از اين رابطه مي

)21 (            S kLn kLn

0

  

  . استاي يعني  در ادامه خواهيم ديد كه اين حجم پايه، كوانتوم تكانه زاويه.  است0مسئله اصلي يافتن 
  گردد آلي را تصور كنيد كه محدوده انرژي آن توسط رابطه زير مشخص مي به عنوان اولين مثال از مباحث فوق گاز ايده: مثال

N
i

i

P
E E

m

     
23

1
1 2 1 22  

)22(         ( ) ( ).
N

i
i

m E P m E


      
3

2

1
2 1 2 2 1 2  

)اي است كه شعاع داخلي آن  لذا حجم فضاي فاز قابل دسترس براي سيستم ابر پوسته )m E  2 1  و شعاع خارجي 2

( )m E  2 1 mاي  توان نشان داد كه ضخامت چنين پوسته به كمك بسط تيلور مي. باشد  آن مي2

E
 پس حجم .  است2

 مشخص mE2اي است كه با شعاع  برابر با ضخامت ضربدر در مساحت ابر رويه) حجم فضاي فاز قابل دسترس(ابر پوسته 
  شود  مي

)23 (        ( ) .
( )

NNm
mE

NE


   

  

1 2 3 13 2
22 232

2

  

Nفصل گذشته در حد ) 22(با مقايسه اين رابطه با رابطه  يابيم كه حجم پايه  در ميNh    است 3

)24 (             .N

N

h




    
3  

p و pشان در حدود  آل را كه تكانه  گاز ايدهتعداد حالتهاي ميكروسكوپي: 1تمرين  dpهم . است بدست آوريد
d و شان مابين  آل كه انرژي چنين اين تعداد حالات را براي گاز ايده است بدست آوريد .  

   به صورت زير استpآل با تكانه  از براي گاز ايدهحجم فضاي فاز مج: پاسخ
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  d q d p P V
 3 3 34
3  

hبا تقسيم اين حجم بر  P تعداد حالتهاي مجاز تا سقف 3 pآيد  بدست مي  

( )   P P V
h h

  3
3 3

4
3  

p و شعاع خارجي آن pاي است كه شعاع داخلي آن  آل ابر پوسته تعداد حالتهاي قابل دسترس براي گاز ايده dp است پس
  تعداد حالتهاي قابل دسترس به صورت زير بدست خواهد آمد

( ) . d P
g P dP dP VdP

dP h

 2

3
4  

  آل به صورت زير است  براي گاز ايدهεبا انرژي 

( ) d pd q V m
h h

 3 3 3 2
3 3

1 4 23  
d و شعاع خارجي اي با شعاع داخلي  حجم ابر پوسته  كه مشخص كننده تعداد حالتهاي قابل دسترس در اين بازه انرژي

  است به صورت زير در خواهد آمد
( )

( ) ( ) . d V
a d d m d

d h

     


3 2 1 2
3

2 2  
  

  شود زير بيان ميمثال بعدي از اين بحث نوسانگر هماهنگ است كه هاميلتوني آن به صورت 

)25  (                 ( , )  
p

H p q kq
m

2
21

2 2  

)با توجه به فركانس طبيعي اين نوسانگر  ) k m گيرد كه با انرژي خاصي   و اين كه تحول سيستم در فضاي فاز صورت مي2
) 25( زير با توجه به رابطه هوسط رابطگردد از اين رو مسير بسته تحول حالتهاي ميكروسكوپي يك بيضي است كه ت معين مي
  آيد بدست مي

)26 (          . 
p q

EmE
m

2 2

2

122
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E كه برابر با πمساحت اين بيضي نصف حاصل ضرب قطر بزرگ در قطر كوچك است ضربدر 


 خواهد بود پس تعداد حالتهاي 2
Eقابل دسترس با انرژي   1 E و 2  1    از قرار زير خواهد بود2

)27(       ( ) ( )
.

    
  

E E
dpdq

  
  

2 1 2 2 1 2 2  
  با توجه به قوانين كوانتوم مكانيك ترازهاي انرژي يك نوسانگر به صورت زير است

)28 (        ( )     ;           , , ,   nE n n1 2 0 1 2  
  . آيد كه همان حركت سيستم بر روي بيضي است  رژي بدست ميمسير تحول حالتهاي ميكروسكوپي با مشخص كردن ان

بر ) 27(به طور تقريبي حجم پايه فضاي فاز برابر حاصل تقسيم رابطه 


هاي موجود در  اين كميت بيانگر تعداد كوانتوم( است 
  .) استΔبازه 

.



  






h

 



0

2
2  

  .  استhدر تمامي محاسبات آينده حجم پايه فضاي فاز . رديد گhلذا حجم پايه اين فضا نيز 
هم . هاي ميكروكانونيك و كانونيك آشنايي پيدا كرديم ما در اين فصل با مفهوم فضاي فاز و نظريه آنسامبل آشنا شديم و با آنسامبل

ما در اين فصل . برقرار باشد) 11( رابطه و يا به زباني ديگر) 5(چنين آموختيم كه براي ثابت بودن ميانگين هر كميتي بايد رابطه 
  . در فصول آينده با آنسامبل كانونيك و گرندكانونيك آشنا خواهيم شد. تمركزمان بر روي آنسامبل ميكروكانونيك بود

  

-2p0 

-p0 

-q0 -2q0 q0 2q0 

q 

2p0 

p0 

n=3 
n=2 
n=1 

 
n=0 
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  .نشان دهيد حجم فضاي فاز تحت تبديلات كانونيك ناورداست: 2تمرين 
N

i i
i

d dq dp



3

1
 

لازمه اين . ها تحت اين تبديل تغييري نكند ت كانونيك تبديلاتي هستند كه كروشه پواسون كميتطبق تعريف تبديلا: پاسخ
  . هاي زير برقرار باشد ناوردايي آن است كه رابطه

, ,

, ,

N
j ji i

i j ij
s s s s s

N
j ji i

i j
s s s s s

P PQ Q
Q P

q P P q

Q QQ Q
Q Q

q P P q






   
           

   
           





3

1

3

1
0  

, ,
N

j ji i
i j

s s s s s

P PP P
P P

P q q P

   
           


3

1
0  

توان نشان داد كه المان حجم   مي.ژاكوبي استبا توجه به اين تعريف و اين كه تحت تبديلات المان حجم همراه با يك دترمينان 
  . فضاي فاز تحت تبديلات كانونيك ناورداست

,

,

, ,

( , , , )

        

            

         

N N

i i i i j j i j
i i j

i i

N
j j

i j
i j i i

j j

N N
i i i i

i j ij i j
i j i jj j j j

N

i i
i

d d q d p Q P q P dQ dP

q q

Q P
dQ dP

P P

Q P

q P q P
dQ dP dQ dP

Q P P P

dQ dP





 



 



   

 
 

 
 
 

    
       



 



 



3 3

1 1

3

1

3 3

1 1

3

1

 

  
به طور صريح نشان دهيد كه المان حجم فضاي فاز در مختصات دكارتي با المان حجم فضاي فاز در ) الف: 3تمرين 

  . مختصات كروي يكسان است
هاي  ر شده در المان مكان مختصات كروي اين طور قابل بيان است كه اگر از تكانهسپس نشان دهيد كه وزن ظاه

,P P آيد  انتگرالگيري كنيم وزن مربوط در دترمينان ژاكوبي تبديل از مختصات دكارتي به كروي بدست مي .  
  هاميلتوني در دستگاه مختصات دكارتي به صورت زير است: پاسخ

 
 x y zP P P

H
m

2 2 2

2  
  .شود در دستگاه مختصات كروي لاگرانژي به صورت زير بيان مي
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( )   m
L r r r Sin 2 2 2 2 2 2

2  
  .هاي هميوغ را به شكل زير بدست آورد توان تكانه از اين لاگرانژي مي


 



 



 











r

L
mr

r
L

P mr

L
P mr Sin













2

2 2

 

   شكل زير بيان نمودتوان هاميلتوني را در دستگاه مختصات كروي به حال با توجه به رابطه فوق مي

.

       

  

  r r
i i

i

r

P PP PP P
H p q L

m mmr mr Sin mr mr Sin

PPP
H

m mr mr Sin

  



 



2 22 22 2

2 2 2 2 2 2

222

2 2 2

2 2 2

2 2 2

 

  تبديل مختصات از دستگاه دكارتي به كروي و يا بالعكس به صورت زير است
,

,

,    ,

,
,

r x y z
x rSin Cos

x y
y rSin Sin tg

z
z rCos y

tg
x

 
  








  



 




2 2 2

2 2
1

1

 

  با توجه به اين تبديلات و تعريف تكانه دكارتي به صورت زير 
               ,           , , 

i iP mr i 1 2 3  
  توان نشان داد كه  مي

,

,

.

   

   

  

 
 



x

y

z

P mx mrSin Cos mrCos Cos mrSin Sin

P my mrSin Cos mrCos Sin mrSin Cos

P mz mrCos mrSin

     

     

 

 

  آيند هاي كروي روابط زير به سادگي بدست مي حال با توجه به تعريف تكانه

,

,

.

x r

y r

z r

PP
P P Sin Cos Cos Cos Sin

r rSin
PP

P P Sin Sin Cos Sin Cos
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  هاي كروي همراه با يك دترمينان ژاكوبي است كه به سادگي قابل محاسبه است هاي دكارتي به تكانه لذا تبديل از تكانه
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