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ر                                                               ฬ ଓقد ग़  

  بنام خدا
  

پس بياييد با انديشه توكل، تفكر، . هر تغيير و تحول بزرگي در مسير زندگي بدون تحول معرفت و نگرش ميسر نخواهد بودم كه يايمان دار

چون همگي يقين داريم دانايي، . تلاش و تحمل در توسعه دنياي فكريمان براي نيل به آرامش و آسايش توأمان اولين گام را برداريم

  . آوردتوانايي مي

  
  

  و دلي را شاد كنيدشاد باشيد 
  برادران سياري



  
  

  سخن مولف
  

  حاصل وام سالهينتلاش چند. انجام برسانمسربه ه بود ام نهاده شد كه توانستم مسئوليتي را كه بر عهدهكنمخدا را شكر مي
 زحمات براي دانشجويان  ايناميدوارم كه نتيجه. به ثمر نشسته است كتاب حاضر در ،تدريس رياضيات مهندسي به دانشجويان

 و و مهندسي پزشكي، ساير دانشجويان علاقمندهاي مهندسي برق، مكانيك، هوافضا، مواد، نفت، شيمي مقطع كارشناسي رشته
  . مفيد باشدهمچنين داوطلبان آزمون كارشناسي ارشد و دكتري تخصصي 

ادگيري مفاهيم، داوطلبان را از مراجعه به منابع ديگر  تاكيد بر يبانحوي است كه  هآوري موضوعات كتاب بشيوه نگارش و جمع
هاي رشتههاي سراسري و دانشگاه آزاد كارشناسي ارشد آزمون تست كنكور 1500كتاب حاضر حاوي بيش از . كندنياز ميبي

و گردآوري در تاليف .  تدريس در دوره كارشناسي باشدبرايتواند مرجع خوبي هاي اخير است و مي سالدرمختلف مهندسي 
  .شوند استفاده شده است تا بهترين موضوعات ارائه يمطالب اين كتاب از منابع مختلف

تي  اشكالاممكن استمطالب  زياد اما به دليل حجم انجام شود، كافي دقت با نگارش اين كتاب سعي شده است تاهر چند 
نظرات خود ما را در ارتقاي كيفي و كمي اين ارائه  با مي، لذا از تمام دانشجويان گرامي صميمانه تقاضا داروجود داشته باشد

  .كنندهاي بعدي ياري كتاب در چاپ
خداوندا به ما توفيق تلاش در شكست، صبر در نوميدي، رفتن بي همراه، جهاد بي سلاح، كار بي پاداش، فداكاري در سكوت، 

ا، خوبي بي نمود، گستاخي بي خامي، مناعت بي دين بي دنيا، مذهب بي عوام، عظمت بي نام، خدمت بي نان، ايمان بي ري
جان ما را صفاي خود ده . غرور، عشق بي هوس، تنهايي در انبوه جمعيت و دوست داشتن بي آنكه دوست بداند، را عنايت فرما

  .و دل ما را هواي خود ده، و چشم ما را ضياي خود ده، و ما را از فضل و كرم خود آن ده كه آن به
  

 
                  حميد رادمنش

    دكتري تخصصي مهندسي برق
       دانشگاه صنعتي اميركبير

Hamid.Radmanesh@aut.ac.ir 
 
 

 

 

 

 

 

 

 



  

  

تان پدرم وୀ ଖ د م با  ণقد র  ৎ: 

 اش بگويم يا مردانگيدانم از بزرگيبه او كه نمي. كه عالمانه به من آموخت تا چگونه در عرصه زندگي، ايستادگي را تجربه نمايم
  .....سخاوت، سكوت، مهرباني و 

   .ست اپدرم راه تمام زندگي
             .ست اپدرم دلخوشي هميشگي

م م ଘ ماସ భ୍ୃ از جا ৣقد  ৎ:  
مادرم هستي من ز هستي توست تا ، درياي بيكران فداكاري و عشق كه وجودم برايش همه رنج بود و وجودش برايم همه مهر

  هستم و هستي دارمت دوست
 

  

ଘ و ඥنھࢡ ت بار  ଘ ارم صേ࣓ࢡࢹ
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 اسطوره زندگيم، پناه خستگيم و اميد بودنم
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   اول فصل      
  
  

  اعداد و توابع مختلط 

  اعدا مختلط   1- 1

z صورتهر عدد مختلط به x iy   شود كه در آن ينوشته م،,x y  بوده ويقياعداد حق i  1 يبه عدد موهوم 
  . محض، موسوم است

 i  2 i و 1 2 Re و 1 z x Im و  z y  

z x y 2 2
  
z x iy   

z  مزدوج ،zنه نقطه ي قر،باشد كه در واقع ي مz نسبت به محور xباشد ي ها م.  
 هر عدد مختلط مانندياز نقطه نظر هندس: نكته ،z x iy  ك نقطه با مختصاتيتوان به منزله يرا م( , )x y  در

ها، محور y و محور يقيها، محور حقxن دستگاه مختصات، محور ي است در ايعير نظر گرفت كه طب ديصفحه دكارت
  . باشد ي ميموهوم

 
 
 
 
 
 
  

  صفحه اعداد مختلط  1-1شكل 

 را اگر ي ز؛ دارديقي صرفاً حقيضرب هر عدد مختلط در مزدوج آن، حاصلحاصل: نكتهz a ib   ملاحظه ،فرض شود 
  : شود كه يم

     .z z a ib a ib a ib a b      22 2 2
   

 است صورت و مخرج كسر را در مزدوج ي كاف،م دو عدد مختلطي محاسبه حاصل تقسيقت فوق، براين با توجه به حقيبنابرا
. ميم و مسئله را ادامه دهيمخرج ضرب كن ,z c id z a ib   2 1    

Im 

Re 

zy

x



 
  
 
  

 14 اعداد و توابع مختلط

z a ib a ib c id ac bd bc ad
i

z c id c id a id c d c d

    
    

    
1

2 2 2 2
2 

  

 چند انتخاب شود تا عدد مختلطn مقدار .قي باشد يك عدد حقي،nفرض كنيد : مثال z n in  1   بر روي
zدايره واحد 1  واقع شود؟  

zرهي دايد روي باz از آنجا كه تمام نقاط :حل 1 ميواقع شوند، دار :  

   
,

z n in n n n n n n n

n

               

  

2 2 2 2 21 1 1 1 2 1 1 2 2 0
0 1  

 

Reروابط: مثال
Im

z

z


 

0
0 

  باشد؟  گر چه شكلي در صفحه مختلط مي بيان 

Re كهيي از آنجا:حل z 0 گر محور  اني بyها وIm z 0  شرطy 0  م محور يلذا روابط مذكور، تواماً ن. كند يان ميرا ب
  . كند يف ميوصها را تy محور ييبالا

Reروابط : مثال , Imz z z z   1   كنند؟ ، چه اشكالي را در صفحه مختلط معرفي مي 1
z چون ياز طرف  1 yم خط به صورتيك ني است، لذا   0 0   وx    . باشد يمورد نظر م  1

  : ميار قسمت دوم ديبرا

 Rez z x iy x x y x

x x y x

         

   

2 2

2 2 2

1 1 1
1 2 

  

y ؛ميپس دار
x




21
2 

  . باشد ي ميك سهميگر انيكه ب 

Imاي كه با رابطه  توصيف كننده يك متغير مختلط باشد، ناحيهzاگر : مثال
z

   
 

1 1
 

شود را مشخص  توصيف مي 

  كنيد؟ 
  : حل

Re
.

Im

x

z x yx iy x iy

z x iy z x iy x iy x y y

z x y

                     

2 2

2 2

2 2

1
1 1 1 1

1
 

Im y
x y y x y

z x y

                   

2
2 2 2

2 2
1 1 11 1 0 2 4

 

  

x ه مورد نظر يمرز ناح y    
 

2
2 1 1

2 , است به مركزيا رهي دا،ميدان يطور كه م باشد و همان ي م 4  
 

10 2 
 و شعاع 

R 
1
2 

 :  

ن مثال به عنوا؛ميك نقطه را مشخص كنيت ي است وضعيبا مشخص كردن مرز، كاف ,0 ره قرار دارد و شرط يدر خارج دا 1
y

x y




2 2 1
 

, به مركزيا رهين، نقاط داخل دايبنابرا. كند ي را ارضا نم   
 

10 2 
Rو شعاع   

1
2 

  . ه مورد نظر استيناح 



   
  
 

 15  مهندسيرياضيات 

Reصفحه با رابطه مكان هندسي نقاطي از : مثال z i

z i

    
1

 
  را مشخص كنيد؟ 

  : حل
( ) ( ) ( ) (...)Re Re . Re
( ) ( ) ( )

z i x i y x i y x y i

z i x i y x i y x y

                           

2 2

2 2
1 1 1
1 1 1 

  : ميد داشته باشين بايبنابرا
( )
( )

 
          

 
x y

x y x y y y
x y

2 2
2 2 2 2

2 2
1 1 1 2 1 11 

yن نقاط خط ي ايپس مكان هندس  1  است .  
) يك متغير مختلط باشد zچنانچه : مثال )z x iy رابطه زير توصيف كننده چه اشكال يا نواحي خواهد بود؟ ، 
 : حل

Im(z )zz  2 
 zz x y2 2 

( ) Im( )z x iy x y ixy z xy      2 2 2 2 22 2 
( )x y xy x xy y x y x y            2 2 2 2 22 2 0 0 0 

xبه صورت خط  y خواهد بود .  
 نكته:  
z اگر  x iy    فرض شود وz x iy 0 0  يتوان نشان داد مكان هندس ي مين باشد، به سادگيك عدد مختلط معي   0
z از صفحه كه با رابطه ينقاط z R 0  رةيشود، دا يمشخص م   x x y y R   2 2 2

0 ره ي دايعنيباشد،  يم 0
zتوان رابطه ين ميبنابرا. Rو شعاع  z0 به مركز يا z R 0 از صفحه دانست كه ي نقاطيرا به منزله مكان هندس 

z,جه گرفت كه اگر يتوان نت ي مين به سادگيباشد و بنابراي مR عدد ثابت z0شان تا نقطه  فاصله z1 ن يدو عدد مختلط مع 0
  : گاه باشند آن

z كه با رابطهي نقاطيمكان هندس) الف z z z R  0  است، با , z1 z0 يها به كانونيضيك بيشود،  يف ميتوص  1
  : شرط

z z R 0 1 
z كه با رابطه ي نقاطيمكان هندس) ب z z z R  0 z ياه  به كانونيك هذلوليشود  يف ميتوص 1 1 ،z است، با  0

  : شرط
z z R 0 1 

z كه با رابطه ي نقاطيمكان هندس) ج z z z 0  را به هم , z1 z0 است كه يشود، عمود منصف پاره خط يف مي توص 1
  . كند يمتصل م

 
 
 
 
 
 
 
 

zن يره خط واصل بعمود منصف پا  2-1شكل    z1و  0

Z٢ Z١

y

x



 
  
 
  

 16 اعداد و توابع مختلط

 : ر در مجموعه اعداد مختلط برقرار استي خواص ز:نكته

 z z z z z z   1 2 1 2   

 z z z z z z z z 1 21 2 1 2 1 2   
zz z z

z z z z

 
  

 

11 1 1

2 2 2 2 
  

zهرگاه : مثال a ib    شود حاصل فرضiz

z 
   چه مقدار است؟ 

  : مي با استفاده از خواص بالا دار:حل
iz i z i a ibiz a b

a ibz z z a b

  
    

 

2 2

2 2

1 1
 
 

zاگر : مثال zو  1 zهاي معادله  جواب 2 z i  2 zباشد حاصل   1 z1   چقدر است؟   2
  : مين داريك معادله درجه دوم است بنابرايشود معادله فوق،  يطور كه ملاحظه م  همان:حل

     i
z z i i

a

 
       

2

1 2
1 4 1 1 4 3 4 3 51

 

 

   ي در فرم پارامتريان منحنيب  2- 1

ر ي نظيك رابطه، پارامتريتواند توسط  ي در صفحه مختلط ميك منحني     z t x t iy t   يد و برا شويمعرف 
  .  حذف كردy و xن ي را بtد پارامتر يمشخص كردن آن با

منحني تعريف شده با رابطه : مثال  sin cosz t t i t 2 2
  :  

  .است  ط ي با محيا رهيدا) ب  .است  2ط ي با محيا رهيدا) الف
  . است1 به طول يپاره خط) د  . است  2 به طول يپاره خط) ج

  : حل

 
sin

sin cos
cos

x t
z t t i t

y t

    


2
2 2

2
 

 

x: ميلذا دار y 1  ك خط راست است و چون يگر  انيكه بsinx t 2 cosyو   0  2 ن ي از ايپس قسمت  0
  .  است 2ن پاره خط ي توان ملاحظه نمود كه طول اي مياول قرار گرفته مدنظر است و به سادگكه در ربع ) پاره خط(خط 
منحني : مثال  cosh sinhz t t i t   باشد؟  اي مي گر چه منحنيبيان  
  يضيك بي) ب  يضيك بي از يقسمت) الف
  يك هذلولي) د     يك هذلولي از يقسمت) ج

  : حل

 
cosh

cosh sinh
sinh

x t
z t t i t

y t


     

 

coshلذا طبق رابطه  sinht t 2 2   : ميدار  1

 و

 و

 و



   
  
 

 17  مهندسيرياضيات 

x y 2 2 coshx است و از آنجا كه يك هذلوليگر  انيكه ب  1 t 1   مدنظر استين هذلولي ايها  از شاخهيكيلذا  .  
 
 
 
 
 
 
  

   مرتبط با مثاليهذلول  3-1شكل 

  اعداد مختلط مختلط  يفرم قطب  3- 1

ن دو ي ايم كه در مختصات دكارتياز به دو مختصه داري ن،ك نقطه در صفحهي مشخص كردن يم، برايدان ي كه ميطور همان
مختصه طول و عرض نقطه  ,x y )x , y (از دو مختصه ي باشد، در دستگاه مختصات قطبيم r , θ ر يمطابق شكل ز

  : شود ياستفاده م
OA r  : طول شعاع حامل نقطهA   θ :ه شعاع حامل نقطه يزاوA با جهت مثبت محور x ها  

 
 
 
 
 
 
 
 
  

  اعداد مختلطيش قطبينما  4-1شكل 

cos
sin

x r

y r





  

  

( )
tan

  





r x y

y

x


2 2

1
1  

 به صورت ي در مختصات قطبAن، نقطه يبنابرا ,A r   شود ينشان داده م .  
 با هم اختلاف دارند تانژانت π كه در يايي زاوايم كه تمامين نكته توجه داشته باشيد به ايبا) 1( از رابطه θدر محاسبه 

حال با . مي توجه داشته باش،رديگ ين كه در كدام ربع دستگاه مختصات قرار ميت نقطه و ايد به موقعي دارند، لذا بايكساني
  : توان نوشت ي ميستگاه مختصات قطباستفاده از د

  cos sincos sin .
ii e iz x iy r i z r e
             

  

y 

x

A
r

θ

y

x



 
  
 
  

 18 اعداد و توابع مختلط

 توجه :  
 يشتري موارد با سهولت بيم در برخيا  نوشتهيها را به صورت قطب  آنيد كار كردن با اعداد مختلط وقتيبه خاطر داشته باش

izبه عنوان مثال اگر. رديگ يانجام م re 0   وiz e 1  مين باشند داريف كننده دو عدد مختلط معيتوص :  
      cos( ) sin( )ii iz z re e r e r i             0 1  

 ( ) cos( ) sin( )
i

i
i

z re r r
e i

z e


 

    
  

     0

1 
 

     cos sinn i n in mn N z re r e r n i n        0  
 رابطه:نكته cos sin cos sinn

i n i n      به رابطه دمواور معروف است .  
  : Aمطلوب است محاسبه مقدار : مثال

i
A

i

 
    

12
1 3
1 3 

 

  : ميسينو ي مي نخست اعداد مختلط صورت و مخرج را در فرم قطب:حل
  .م نقطه در ربع چهارم واقع استيدان يم

tan tan

ir
i i e




 



 

          
      

3
1 1

1 3 2
33 1 3 23 31 3 

  

  . م نقطه در ربع اول واقع استيدان يم
  

tan

i

r

i i e







   


       
 
 

3
1

1 3 2

3 1 3 23 3
1

3
   

   cos sin

i
i

i
i

e
e e i

e





  




 
              

 

12
1223

83

3

2 8 8 1
2

  

zدد مختلط باشد و  يك عzاگر : مثال  i مطلوب است محاسبه عبارت   5
ze z



3

 
   

  : حل

( ) cos sin
i i i

ze z z e z e z i z i
      
          

 

           

3 3 3

22

1 31 1 1 53 3 2 2

1 3 52 2

  

  



   
  
 

 19  مهندسيرياضيات 

cosفرض كنيد داشته باشيم : مثال sinn n n
z i

 
 2 m مطلوب است محاسبه 2

m

z





1
  

  
  : مي داريبه فرم قطب mz با نوشتن :حل

cos sin n
i

n n n
z i e

 
   2

2 2  

...
. . . ... . . ....

ii i i

nz z z z e e e e
        

   
2 31 2 3

1 1 1
2 2 22 2 2

1 2 3 

...شود يملاحظه م    
 2 3

1 1 1
2 2 tبا استفاده از رابطه .  استيك تصاعد هندسي 2

s
q 


1

1
 qجمله اول، : t1كه در آن

qبا فرض(صاعد ت تبقدر نس 1  (وs  :ميباشد، دار يت جمله مينها يمجموع ب :  

...   


2 3

1
1 1 1 2 112 2 2 1 2

 

cos sinie i      1  
 توان نشان داد يبا توجه به روابط م: نكته :  

sincos sin
cos sin cos

i i

i

i i i

e e
e i i

e i e e

 



  

 

  


 
    

    

2

2

  

  : ميز دارين
cosh cosx ix  

sinh sini x ix  
اگر: مثال sinA i 2   دست آوريد؟  را بهAباشد، قسمت موهومي  3
  :  حل

 sin sin .cos cos .sin sin .cosh cos .sinhi i i i    2 3 2 3 2 3 2 3 2 3  
  :   برابر است باA عدد يشود قسمت موهوم يكه ملاحظه م

Im( ) (cos ).(sinh )A  2 3 
 قي عددمطلوب است قسمت حقي: مثال cos sinA i  830 30   
  : مي طبق رابطه دموآور دار:حل

 cos sin cos( ) sin( ) cos( ) sinA i i i i


         8 1 330 30 8 30 8 30 240 240 2 2  

)Reم يپس دار )A



1

2   

  دو نكته در رابطه با اعداد مختلط  
  : ك عدد مختلطي ام n يها شهيمحاسبه ر) الف

iz ميه باشباشد و چنانچه داشت ي ام مnشه ي رn ي دارا،هر عدد مختلط re  ،توان نشان داد يم :  



 
  
 
  

 20 اعداد و توابع مختلط

cos sin , , ,...,n k k
z r i k n

n n

         
 

2 2 2 0 1 1  

  :  مثالي برايعني
  .دارد) يقي و حقياعم از موهوم(شه يك عدد مختلط، هفت ريشه هفتم ير
  : Lnz ك عدد مختلطين يتم نپريمحاسبه لگار) ب

iz  كهيدر صورت re  توان نشان داد ين باشد، ميك عدد مختلط معي :  
( )Lnz Lnr i k    2 

  . شمار جواب استي بيك عدد مختلط داراي ،نيتم نپري دلخواه است و لذا لگاريح نسبيك عدد صحي k ،كه در آن
  . iمطلوب است حاصل عبارت : مثال
  : ميسينو ي ميرا به فرم قطب i– ابتدا نقطه :حل

( )
r

i 


  



1

2
  

  : باشد يشه مي دو ريدارا i م كه عبارتيدان يم

cos sin , ,
k k

i i k

      
    

 
 

2
2 22 21 0 12 2  

k w i   1
2 20 2 2  

k w i


   2
2 21 2 2  

  :  مفروض است،عدد مختلط زير: مثال

( )



  

i
z

i i 2
1

1 1
 

  . ن عدد مختلطي دوم ايها شهيمطلوب است محاسبه ر
  : حل

    
    

      
i i i i

z i
i i i i

1 1 1 1 2 1
1 1 1 2 1 1 1 1  

( )
r

i 


  



1

2
 

cos sin , ,
k k

z i i k

     
    

 
 

2 2 2
2 22 21 012 2  



   
  
 

 21  مهندسيرياضيات 

 

: cos sin    k i i
  2 20 4 4 2 2  

: cos sin     k i i
 5 2 21 54 4 2 2  

)حاصل : مثال )Ln 1 آوريددست  را به.  
) نقطه:حل )1ميسينو ي ميرا به فرم قطب :  

( )
r

 


   

11  

  : م داشتيلذا خواه
( ) ( ) ( ) ( )Ln Ln i k i k        1 1 2 2  

) لذا )Ln 1 باشدي ميت مقدار موهومينها ي بيدارا .  
izحاصل عدد مختلط : مثال i را به دست آوريد .  
  : ميسينو ي مي را به فرم قطبi نقطه :حل

( )
r

i 


 



1

2
  

ln( ) ilnz ilni i k k
                
    

1 2 22 2  

k

z e
    
 

22  
expمقدار: مثال z )مزدوج ze ( كدام است؟ 
exp) الف z  ب (exp z ج ( exp z

1  د (exp z 1 

  : حل
 ( ) ( ) ( ) expz x iy x iy x iy x iye e e e e e e z        

tanحاصل عبارت: مثال
tan

n
i

i




 
  

  كدام است؟  

tan) الف
tan

i

i




 
  

tann) ب  
tann

i

i i




 
  

tann) ج  1
cot

i i

i n




 
  1  د (tann

tan
i

i n




 
  

1
1  

  : حل
sin

tan cos
sintan
cos

n

n ii

i i


 




          
 

 

cos sin (cos sin )
cos sin (cos sin )

nn
i i i

i i i

   
   

           
  

  

 جواب اول

دومجواب   



 
  
 
  

 22 اعداد و توابع مختلط

  : ميطبق رابطه دموآور دار
cos sin tan
cos sin tan

      
n i n n

n i n i n

  
  

1
1  

  
zيكي از ريشه هاي معادله ، گزينه هاي زير  ازكدام يك: مثال z z z z     5 4 3 2 1   باشد؟ مي 0
) ج     i–) ب  i) الف i

1 1   چكداميه) د  32

zن معادله ي با ضرب طرف:حل 1 ديآيبدست م :  
   z z z z z z z z            5 4 3 2 6 61 1 0 1 0 1  

z ؛ معادله مذكوريها شهيلذا ر  6 z جزه ب( 1    . خواهد بود)  1
r




  

11 0  

  : ميجه داري در نت

cos sin , , , , ,...,k k
z i k

      
 

6 0 2 0 21 0 1 2 3 56 6  

k يبه ازا 1 ديآ يبه دست م :  

cos sinz i i
 

   
1 3

3 3 2 2  
  . ح استينه ج صحيشود كه گز يلذا ملاحظه م

  :هاي زير مطلوب است محاسبه عبارت: مثال
ln( )A  1 

  : حل
   :باشد داراي بي شمار مقدار مي

ln( ) ln( ) ( ) ( )
r

i k i k  
 


         

1 1 1 2 0 2 1  

( ) iB i  21  
  . گيريم مي lnاز دو طرف 

ln(B) ln( i) ln( )

( ) ln( ) ln

ln( ) ln ln

exp ln

i i i

r
i i i k

B i i k i k

B i k

 

  

 

   

              
  


                  

          

2

2 2

1 2 1
1 1 2

1 1 2 24
4

2 2 2 2 2 2 24 4

2 2 2 24

  

  



   
  
 

 23  مهندسيرياضيات 

فرض كنيد : مثال  0 z و2 re  . ز روابط زير بحث كنيد روي درستي هر يك ا16
z ze e) 1  sin sinz z) 2 cos cosz z) 3 

      
  : اتحادهايي شناخته شده در بحث توابع مختلط هستند، به عنوان مثال) 3و ) 2 ،)1هاي   روابط مربوط به گزينه:حل

   ( )z x iy x iye e e e  

z ن جا كه هرگاهو از آ re z  آنگاه16 re    :  خواهيم داشت16

   z x iy x iy ze e e e e     
  : يا

      sin sin sin cosh cos sinh sin cosh cos sinhz x iy x y i x y x y i x y       
  :و از طرفي

 sinz sinx iy sin cosh cos sinhx y i x y     
)هاي حقيقي و موهومي تابع بخش: مثال )f z z   .ست آوريدد هرا ب  2
  :ميدارzيبا استفاده از شكل دكارت :حل

 ( )f z z x ty x y txy     22 2 2 2  
            ،نيبنابرا   Im ( ) , Re ( )    v f z xy u f z x y2 22     
  :دهد يجه مينت z ين شكل قطبيهمچن

 ( ) cos sini if z re r e r ir    
20 2 2 0 22 2  

sinپس , cosr u r   2 22 u, باشند كه همان ي م2  استيات دكارتمختص .  

)هاي حقيقي و موهومي تابع  بخش :مثال )f z
z


  .را نتيجه بگيريد 1

  :دهد يجه مينت Zيشكل دكارت :حل

  x iy
f x it

x it x y


  

 2 2
1  

  پس

Im( ) , Re( )y x
u

z x y z x y
 
   

 2 2 2 2
1 1  

Sin, ياستفاده از شكل دكارت u Cosr r
    دهد يجه مي را نت.  

)هاي حقيقي و موهومي تابع  خشب: مثال ) zf z eرا نتيجه بگيريد .  
  :مي داريبا استفاده از شكل دكارت :حل

 cos sinz x iy z iy xe e e e e y i y      
  ؛نيبنابرا

Im( ) sin , Re( ) cosz x z xe e y u e e y      
  .ستيمناسب نu,ن يي تعي براx ينجا شكل قطبيدر ا



 
  
 
  

 24 اعداد و توابع مختلط

ي حقيقي و موهومي تابع ها بخش: مثال cosh z zz e e  
1
2 

  .درا تعيين كني
  :حل

     cosh cos sin cos sin        x iy x iy x xz e e e y i y e y i y
1 1 1
2 2 2  

   cos sin cosh . sinh .sin      x x x xe e y i e e y x xosy i x y
1 1
2 2  

  نيبنابرا
( ) sinh . .sin , ( ) cosh . .cosxy x y u xy x y    

)هاي حقيقي و موهومي تابع  بخش: مثال )f z z؟ را تعيين كنيد  
 يدر استفاده از شكل قطب .ميكن ين استفاده مآ ياستفاده كرد پس از شكل قطب z يتوان از شكل دكارت ين جا نميدر ا :حل

) تيد حساسيبا , ), ( , )r u r   ل هموارهين دليبد. ديرگومان سنجآر ييرا نسبت به تغ 
 i kz re   م يريگ يدر نظر م 2

  :مي پس دار،است z يرگومان اصلآ  نآكه در 
( )( )( ) cos sini ki kf z re re r k i r k
                 

   
2 2

2 2   

) زوج يها k ين برايبنابرا )
i

f z re


  ي برا2     لذا. است  

( , ) sin , ( , ) cosr r u r r
    2 2 )1(  

) فرد يها k يبرا )
( )

i
f z re

 
  يبرا 2    لذا  ،  است   

( , ) sin , ( , ) cosr r u r r
      2 2)      2(  

u, ي  دو مجموعهي داراz تابع يعني هر ين تابع برايپس ا. گر نسبت به مبدا مختصات هستنديك دي ي نهي است كه قر 
u, ي برايكي دو مقدار، x مقدار   توان نشان داد كه تابع كه تابع ين نحو ميبه هم. دهد يجه مي، نت)2(روابط 

( ) nf z zهري برا  nي دارايعي طبn ز يمجموع متما,uاست.  
 ي معادله :مثال

ze  2 zeهاي تابع  يعني صفر( را حل كنيد 0    ) را بيابيد2
  :حل

 Re cosz xe e y   2 2 0)  1(  
 Im sinz xe e y  2 0) 2(  

sin ميريگ يجه مينت) 2 (ي از رابطه y 0ميريگ يجه مينت) 1 (ي ، پس از رابطه :cos y  1) حالت cos y 1 
xe ممتنع ي ادلهمع  2پس )دهد يجه مي را نت ،xe  2.  

ln نيبنابرا , ( )x y k   2 2   :ر استيح به صورت زي صحيها k هي كلي معادله برايها  و جواب 1
, ,...k  0 1   lnz x iy k i    2 2 1  
xy انواده منحنيمتعامد خ مسير: مثال x c 2   . را تعيين كنيد2
u  اگر:حل xy x 2 y ن برابرآك يگاه مزدوج هارموننآ، 2 y x c    2 متعامد  ريپس مس. گرددميجه ينت 22

yيخانواده منحن y x c  2  . است22



   
  
 

 25  مهندسيرياضيات 

x ساز براي تابعيك مزدوج هم: مثال xy3    كدام است؟23
1 (y x y3 23            2 (x y y2 33              3 (x y y2 33           4 (x y y x2 33 3  

xx در معادله) 2(نه يك باشد، فقط تابع گزي هارمونvد يچون با .ح استيصح) 2(نة ي گز:حل yy  0 كند يصدق م. 

Z دو عدد مختلط غير صفر باشند به قسمتي كه Z2 و Z1فرض كنيم : مثال Z

Z Z





1 2

1 2
  : دراين صورت 1

1  ( Re z z 1 2 ) 2  )                      قسمت حقيقي( 0 Re z z 1 2 0  
3  ( Im z z 1 2 )  4  )                      قسمت موهومي( 0 Re z z 1 2 0 

z اگر. ح استيصح) 1(نه يگز:حل i1 و z 2 zگاه  م، آنيريدر نظر بگ 1 z z z  1 2 1   چونياز طرف. 2
 Re ,z z z z i 1 2 1  .ح استيصح) 1(نه ي، لذا گز 20

sinهاي معادله مجموعه جواب: مثال z i 2  ) z x iy  (اند؟  كدام) مختلطzمجموعه اعداد صحيح است  ( 
 )2  .تهي است)1 ln ,kz k i k Z   5 2

 
 

3(  ln ,kz k i k Z   5 2
 

  4(  ln ( ) ,k
kz k i k Z    5 2 1

 
  

 .ح استيصح) 3(نه يگز: حل

ln يك عدد مختلط ناصفر،Zاگر: مثال lnz r i  و
 

 
 

5 7
6 6 

ln باشد،آنگاه   i  
  
 

1 3
2

 
برابر  

 :است با

1(i
3 

   2(i2
3 

                  3(i
3 

   4(ln i
3 3  

   
  

  :حل
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  يريگ ه داده شده جهت انتگراليناح  5-1شكل 

ln ln lni i i
irag i k i k

  
                                             

1 3 1 3 1 3 2 21 2 22 2 2 3 3  
 

k يچون برا 0 شود پس جواب  ي، نقطه در فرجه داده شده واقع مi2
3  

  .ح استيصح 

y

x

۶/π٧  



 
  
 
  

 26 اعداد و توابع مختلط

izفرض كنيد: مثال re  و    0 2  ، كداميك از روابط زير نادرست است؟ 

1(cos cosz z     2(sin sinz z     3(  
z ze e    4(ln lnz z     

iz/را مثلا اگري ز نادرست است؛)4( رابطه :حل e  2
iz/گاه در فاصله داده شدهدر نظر گرفته شود آن  e  3 2

خواهد بود  
 و

/ /ln ln / ln ln /i iz e i z e i       2 3 22 3 2     
izاگر: مثال e   6 و   0 2 ize، مقدار 

 
 كدام است؟

1(e
3 3

                  2(i

e 3
                  3(e

3 3
    4(i

e
 3

    
  

 چون :حل

/ cos siniz e i e        
 

33 36 6 3 3  
 

  لذا  
 iiz ie e e e e
    

3 3 3 3 3 3 3

 
   

tanhمقدار: مثال z  براي   /z i 1 4  كدام است؟  
1(1                   2( tanh    3( sinh    4( cosh   

  چون :حل

  sinh sinh cos cosh sin sinh cosh
tanh

cosh cos sinh sin cosh sinhcosh

i i ii

i ii

       


      

                 

1 4 4 4 4 4 4 4 4
4

4 4 4 4 4 44 4  

  

 پس

 
sinh cosh

tanh /
cosh sinh

i
i

i

 


 


    



4 41 4 1

4 4  

  

zeهاي نامعادله  جواب: مثال 2 1
 

 برابر است با

1(y x                     2(y x                     3(xy 0    4(xy 0    
z :حل x y xy x y xy x ye e e e e     2 2 2 2 2 2 2 2 2    

xنامعادله ye  2 2 xدهدكه  يجه مي نت  1 y 2 2 xا ي و  0 y     
)lnمقدار اصلي : مثال )4  كدام است؟ 

1( ln2 2     2( ln i2 2    3( ln i2 2     4( ln i


2 2 2  
  

  .ح استيصح) 3(نه يگز:حل
ln( ) ln ( ) lniArg i     4 4 2 2    
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   در صفحه اعداد مختلطينواح  4- 1

كيم اگر ينام R يرا نقطه خارج باشد و آن R در  Z0 ازيگيهمسا  كيم اگر ينام R يك نقطه داخليرا  Z0 نقطه  
R'و R  ازي از آن شامل نقاطيگيم اگر در همساي نامينقطه را نقطه مرز. باشد R'  دريگيهمسا   . باشد 

zمثلا مجموعه نقاط. ميك مجموعه بسته ناميعه باز را وك مجميمتمم . گر همه نقاط آن باشدباز باشد ا R مجموعه 1 
zباز و مجموعه نقاط 1   .بسته است 

zدر شرط R متعلق بهيهاzم اگر تمام يدار نام راكران R مجموعه 1  مثبت يقيك عدد حقي Mنجايصدق كند، در ا 
  .مي نامكران يط برقرار نباشد مجموعه را بين شراياگر ا. است

ر ين غيدر ا بهم وصل كرد R  از خطوط شكسته واقع دريرا با مجموعه ا R م اگر بتوان هر دو نقطهيرا همبند نام Rمجموعه
م اگر متمم آن همبند ينام يرا ساده م R م حوزهينام يا دامنه ميك مجموعه همبند باز را حوزه ي. نا همبند است R صورت نيا

  . نباشديا چ حفرهي هشامل R  گريان ديبه ب. باشد
zمجموعه 1 4   .ميخوان يست و آن را حوزه مركب ميك حوزه ساده ني 

z اگر نقطهيبه طور كل x iy 0 0 0   :م داشتير را خواهيگاه روابط ز باشد، آنa به شعاع يارهيمركز دا 
 و مركزa به شعاع يارهينقاط داخل دا ,O x y0 0                                                                   z z a 0  ) 1  

 و مركزa به شعاع يارهي مرز داينقاط رو ,O x y0 0                                                                 0z z a  )2  
 و مركزa به شعاع يارهينقاط خارج دا 0 0,O x y                                                                  0z z a )3  

z مكان عدد مختلط:مثال x iy يكه در تساو   . 1 1 1 0z z i z i z     صدق كند كدام است؟  
  كيو شعاع ) - 1و1( به مركزيارهيط دايمح)1
  كيو شعاع ) 1و1( به مركزيارهيط دايمح) 2
  كيو شعاع ) 1و1( به مركزيارهيط و داخل دايمح) 3
  كيو شعاع ) 1و- 1( به مركزيارهيط دايمح) 4

  2نه ي گز:حل
     

   

x y i x iy i x iy

x y x iy ix y x iy ix y

x y x y x y

        

           

          

2 2

2 2

2 22 2

1 1 1 0
1 0

2 2 1 0 1 1 1
   

Reناحيه : مثال
z

   
 

1 1
 

  كند؟ چه مكاني از صفحه مختلط را مشخص مي 

خارج دايره به شعاع)1
 

1
2 

,و به مركز  
 
 

10 2  
1داخل دايره به شعاع) 2     

2  
,و به مركز   

 
1 02  

  

1داخل دايره به شعاع)2
2  

,و به مركز  
 
 

10 2  
1خارج دايره به شعاع) 4     

2  
, و به مركز  

 
1 02  

  

zاگر :حل x iy    ره آنگاهي دا  

Re Re x

z x iy x y

            
2 2

1 1 1
 

 

  اي



 
  
 
  

 28 اعداد و توابع مختلط

x y    
 

2
21 1

2 4  
  

zگاه مكان نقاط   نقاط دلخواهي از صفحه مختلط باشند، آنZ2  وZ1اگر: مثال Z Z  1 2 با فرض عبارت   
  است از

Zپاره خطي كه نقاط )1 1 Zو   2  .كند  را به هم متصل مي  
Zپاره خطي كه مبدأ را به نقطه )2 Z 1 2  .كند متصل مي  
zو  z1پاره خطي كه نقاط )3 2  .كند  را به هم متصل مي  
zپاره خطي كه مبدأ را به نقطه)4 z1 2   .كند  متصل مي  

اگر:حل 0  , aگاه چون   ،آنa  1 )پس    ) ( )Z t z z   1 21    0  است يش پاره خطيماكه ن  1
zرا به  z1 كه 2  .كند يمتصل م  
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   حل شده اعداد مختلطيهانمونه تست  5- 1

zاگر-1 i 
2 2

2 2  
)باشد، مقدار )w z i 100 1   برابر كدام است؟  

1(i 1      2(i1    3(i 1      4(i1     

ساده شده تابع -2  sin cos
sin cos

i
f

i

 
 

 


 
1
1  

  كدام است؟ 
1(sin cosi     2(sin cosi            3(sin cosi

  2 2  
     4 (i1    

 مقادير حقيقي باشند وb وaاگر-3
ib

ib

ae
x iy

ae


 


1
1  

  :گاه  آن،

1( 
cos

a
x

a a b




 

2

2
1

1 2  
  2 (sin

cos
a b

y
a a b


 2

2
1 2  

  

3( cos
cos

a b
x

a a b


 2
2

1 2  
  4( 

cos
a

y
a a b


 2

2
1 2  

  

,اگر سه نقطه-4 ,z z z1 2 3 zاز صفحه مختلط در رابطه     z z    1 2 3 ,صدق كند، كه در آن  0 ,    
اعداد حقيقي با شرط     0  گاه باشند، آن مي  
  .سه نقطه رئوس يك مثلث قائم الزاويه است)2  .سه نقطه رئوس يك مثلث متساوي الساقين هستند)1
  .ك مثلث متساوي الاضلاع استسه نقطه رئوس ي)4  .سه نقطه در يك راستا هستند)3
z و  z1اگر- 5 zهاي معادله  جواب 2 z i  2 1 z ،باشند   z1 2   كدام است؟  
1(2                            2(3                            3(5                       4(10     

  
ize/ يك عدد مختلط باشد،zاگر-6 z 3

   برابر كدام است؟  
1(z                         2(z

1
2  

                  3(z 
1 12  

                  4( (z i    

cosاگر -7 sin
n n

zn i
 

 2 2  
mگاه مقدار  ، آن 

m

z





1  
  برابر كدام است؟ 

1(1 -               2(1                3(i             4(
2 a 1

 
            

1aاگر- 8 گاه مقدار عبارت زير كدام است؟ آن( ) cos cos ...S a a     1 2 2    

1(cos
cos
a

a a





  2
1 2

1 2  
          2(cos

cos
a

a a





  2

1
1 2  

          

3(cos
cos
a

a a





  2
1 2

1 2  
    4 (cos

cos
a

a a





  2
1 2

1 2  
 

zمكان نقاط -9
k

z





1
1  

  كدام است؟ 
kبراي ) 1 1  خط راست و براي k 1 براي) 2  .دايره است k 1 خط راست و براي k 1 بيضي است.  
k  براي) 3 1 دايره و براي k 1  براي كليه مقادير ) 4  .بيضي استk يك خط راست است.  
  



 
  
 
  

 30 اعداد و توابع مختلط

   كدام است؟4و شعاع ) -2و1(معادله دايره به مركز - 10
1(z i  2 4           2(z i  2 4           3(z i  2 4            4(z i  2 4     

  
zههرگا-11 x iy  zz مزدوج باشد، معادله z و     36   معرف چه شكلي است؟  
  سهمي) 4  بيضي            ) 3  هذلولي       ) 2  دايره    )1

حاصل عبارت -12
 

i

i

  
 

8

7

1 3
2 1 3

 

  كدام است؟ 

1(1                          2(1-  3(1
2  

                            4(1
2  

   

zمعادله -13 i

z i





3 1

 
   معرف كدام شكل است؟، هاZدر صفحه 

yخط) 2  ي           بيض) 1 0         3 (هايخط,y x y x   yخط ) 4      1   
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